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Le dépdt léeal de cet Ouvrage h étë Tallà Paria dans le cours de 1861, 
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AVERTISSEMENT. 



Après une interruption de dix-sept longues années 
dont je ne redirai ni les secrets, ni les douleurs» il 
m'est enfin donné de reprendre la publication de 
mes Leçons de Calcul différentiel et inlégrcUf d'après 
les méthodes de Cauchy. Le nom de Tillustre mathé- 
maticien qui, hélas! n'est plus, avait porté bonheur 
à mon œuvre; elle s'était écoulée rapidement; en 
moins de huit années elle était devenue très-rare et 
très-chère. Le prix excessif de mes deux volumes 
n'empêchait pas cependant qu'ils fussent très-recher- 
chés ; et de tous côtés on me pressait de terminer ces 
Leçons, de donner une nouvelle édition des volumes 
épuisés. Ces instances si nombreuses et si vives m'ho- 
noraient plus que je ne le méritais, mais elles m'at- 
tristaient aussi profondément; ne pas pouvoir y répon- 
dre était devenu pour moi un supplice cruel. Mes liens 
sont enfin brisés, je reprends mon essor, et si la bonne 
Providence me conserve pendant quelques années 
encore la santé si excellente qu'elle m'a donnée jus- 
qu'ici, j'aurai bientôt réparé le temps perdu. 



loine iv . fjaœui aes vananonseï fJoicM aes jonc- 
tions eW-ptiques. 

Je me suis décidé à commencer par le quatriëme 
volume, par les Leçons de Calcul des Variations, et 
voici mes motifs : i " le respect et la reconnaissance dus 
à mes Lecteurs me faisaient un devoir de leur offrir 
quelque rédaction nouvelle, de leur prouver qu'une 
trop longue inaction n'avait pas paralysé mes forces; 
2" il se présentait une occasion favorable de rédi- 
ger le Cakid des Variations dans les conditions de 
succès les plus excellentes, et de doter la France d'un 
Traité qui lui manquait tout à fait. J'avais près de 
moi un jeune et savant professeur de l'Université 
finlandaise de Helsingfors, M. Lindelof; pour lui le 
Calcul des Variations est une spécialité, ou mieux 
une vraie et noble passion, il a grandement perfec- 
tionné et simplifié les méthodes de M. Sarrus et de 
Cauchy. Or, non-seulement M. Lindelof m'offrait sa 
collaboration, mais il me demandait instamment la 
mienne, il voulait absolument que je donnasse un 
cor(fô et la vie k ses tbéories nouvelles. Nous nous 
sommes donc mis à l'œuvre, nous avons travaillé avec 
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une grande ardeur, et nous avons mené à bonne fin 
ces Leçons de Calcul des Variations. S'il arrive qu'elles 
nous fassent honneur, cet honneur doit revenir prin- 
cipalement à M. Lindelôf qui est, à proprement par- 
ler, l'auteur des méthodes; je demande instamment 
qu'on lui en reporte la meilleure part. 

En même temps, pour regagner plus promptement 
le terrain perdu, je publie en deux volumes in-8'^ de 
55o a 65o pages des Leçons de Mécanique analytique 
d'après les Méthodes de Cauchy, étendues aux tra- 
vaux les plus récents des Géomètres ; et en un gros 
volume in~8® des Leçons de Mécanique philosophique, 
synthétique et physique j d'après les idées d'Ampère. 



l'Abbé F. MOIGNO, 

2, rue d'Epfurth. 



Paris, ce 4 octobre 1861. 
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L'origine du Calcul des Variations remonte à Tan- 
née 1696, époque à laquelle Jean Bernoulli proposa 
le fameux problème de la brachistochrone, dont la 
nouveauté attira vivement Tattention des Géomètres. 
Jusqu'alors on avait considéré uniquement les 
maxima et les minima des fonctions de forme en- 
tièrement connue ; il s'agissait cette fois de déter- 
miner la forme même de la fonction inconnue de 
manière à faire prendre à une certaine intégrale sa 
plus petite valeur possible. Les Géomètres contem- 
porains de Bernoulli abordèrent et résolurent ce pro- 
blème et d'autres du même genre, qui échappaient 
au €alcul infinitésimal proprement dit, par des arti- 
fices particuliers, plus ou moins directs ou indirects. 

La science doit à Euler la première solution régu- 
lière et générale de semblables questions, solution 
encore peu élégante, il est vrai, en raison des consi- 
dérations infinitésimales, en partie analytiques, en 
partie géométriques, sur lesquelles elle était basée. 
L'honneur d'avoir fait disparaître ces dernières im- 
perfections, et d'avoir ramené ce nouveau genre de re- 
cherches à une méthode simple et purement analyti- 
que, appartient à Lagrange. On peut donc dire en toute 
justice que les efforts réunis d'Euler et de Lagrange 
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X PRÉFACE, 

ont fait naitre le CalciU des Variations, donl le but 
principal est la recherche des maxima et minima 
des intégrales définies. 

Tel qu'il sortit des mains de ses illustres inven- 
teurs, le Calcul des Variations constituait une mé- 
thode à peu près complète, quand la solution du 
problème ne dépendait que d'intégrales simples; 
mais l'appUcation aux intégrales doubles présentait 
encore de grandes difficultés. Parmi les Géomètres 
qui ont puissamment contribué à les vaincre, îi 
faut nommer Gauss, qui résolut le premier problème 
de maximum d'une intégrale double à limites indé- 
terminées; Poisson, qui compléta la théorie des 
maxima et minima des intégrales doubles; Ostro- 
gradsky, qui donna pour la première fois la varia- 
tion complète d'une intégrale multiple sous une 
forme simple et symétrique, quoique encore peu 
propre aux applications. 

Le Calcul des Variations en était là, quand, en 
1840, l'Académie des Sciences de Paris proposa 
pour le concours du grand Prix de Mathématiques 
la question suivante : 

• Trouver les équations aux limites que l'on doit 
joindre aux équations indéfinies pour déterminer 
complètement les maxima et minima des intégrales 
multiples. • 

Le prix fut décerné à M. Sarrus, auteur d'un 
grand travail intitulé : Recherches sur te Calcul des 
Variations, qui a été inséré dans les Mémoires des 
Savants étrangers, tome X, 1848. 

M. Sarrus avait eu l'heureuse idée d'introduire un 
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signe particulier pour indiquer les substitutions à 
fdire dans une fonction quelconque» et, par ce sim- 
ple artifice» il avait pu surmonter les obstacles qui 
avaient arrêté ses devanciers. Ces obstacles, en effet, 
consistaient principalement dans la difficulté d'ex- 
primer, CQmme il l'aurait fallu, que dans telle 
expression donnée on a remplacé Tune ou l'autre 
des variables, et souvent même plusieurs variables 
à la fois, par leurs valeurs limites. La forme sous 
laquelle M. Sarrus présente la variation d'une inté- 
grale multiple, est moins symétrique que celle de 
M. Ostrogradsky, mais elle est d'une application plus 
facile et presque immédiate. Trois exemples donnés 
à la fin de son Mémoire avaient suffi pour mettre en 
évidence les avantages de sa méthode, en montrant 
qu'elle fournit dans tous les cas l'ensemble des équa- 
tions dont dépend le maximum ou le minimum d'une 
intégrale simple ou multiple quelconque. 

L'innovation de M. Sarrus, l'introduction d'un 
signe de substitution, parut à M. Cauchy tellement 
importante, qu'il s'empressa d'en faire le point de 
départ d'un nouvel exposé du Calcul des Variations,, 
publié, en 1 844» d^^s ses Exercices d'Analyse et de 
Physique mathématique, tome III, p. 5o. Les for- 
mules générales de M. Cauchy sont au fond les mêmes 
que celles de M. Sarrus, mais l'emploi plus étendu 
de la nouvelle notation, et l'adoption d'un signe 
de substitution double, pour indiquer la . différence 
entre les résultats de deux substitutions simples 
faites tour a tour, les a beaucoup simplifiées. Dans 
ce premier Mémoire, M. Cauchy s'était bornéàéta- 
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blir les principes et les équations fondamentales, il 
avait réservé pour un second les applications qu'il 
voulait en faire; malheureusement, ce second Mé- 
moire n'a jamais paru. 

Malgré toute notre admiration pour M. Cauchy, 
nous n'avons pas pu nous résoudre à adopter sa dé- 
finition nouvelle et généralisée de la variation d'une 
fonction ou quantité. « Lorsque plusieurs fonctions 
ou quantités, dit-il, page 62, peuvent changer si- 
multanément de valeurs et de formes, leurs varia- 
tions sont de nouvelles quantités ou de nouvelles 
fonctions dont les rapports sont égaux aux limites 
des rapports entre les accroissements infiniment pe- 
tits des variables et des fonctions proposées. » Sans 
doute que cette conception élargit le domaine du 
Calcul des Variations et va jusqu'à lui faire com- 
prendre le Calcul différentiel qui n'en est plus qu'un 
cas particulier; mais cette généralisation, avanta- 
geuse peut-être au point de vue métaphysique, 
n'a-t-elle pas le grave inconvénient de rendre plus 
vague encore et plus insaisissable l'idée déjà très- 
abstraite de la variation d'une fonction? Quand on 
ne restreint pas la notion de variation aux change- 
ments de forme de la fonction elle-même, quand on 
ne l'isole pas des changements de valeurs des varia- 
bles dont elle dépend, on se voit plus tard dans la 
nécessité de distinguer plusieurs sortes de variations : 
variations totales^ variatiotis partielles, variations 
propres de M. Cauchy, variations tronquées de M. Sar- 
rus, etc., etc. 

Nous avons donc conservé à la variation la signifi- 
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catioQ essentielle que lui attribuaient Ëuler et La- 
grange; nous la faisons dériver essentiellement du 
changement de forme apporté à la fonction. De plus, 
nous écartant encore sur ce point de M. Cauchy , pour 
rester fidèle à Euler, nous faisons dériver le chan- 
gement de forme de la fonction du changement de 
valeur d'un paramètre avec lequel elle est intime- 
ment liée, au moyen duquel nous pouvons l'amener 
à coïncider avec toute fonction donnée des mêmes 
variables, ou à passer d'une manière continue d'une 
première forme à une autre forme quelconque. A ce 
point de vue, la variation pouvait être pour nous soit 
la différentielle, soit la dérivée de la fonction, rela- 
tive au paramètre variable; nous avons écarté la 
signification différentielle, afin de ne pas tomber 
dans les infiniment petits; et pour nous, par con- 
séquent, la variation est une déris^ée partielle relative 
au paramètre variable; mais une dérivée qui n'a de 
sens qu'autant qu'elle se rattache à un changement 
de forme de la fonction, qui naît réellement de ce 
changement de forme et disparaît avec lui. Ajoutons, 
qu'entre la différentielle ou la dérivée le choix était 
complètement arbitraire ; dans la substitution de 
Tune à l'autre, il n'y â, en effet, rien de changé ni 
dans les.raisonnements, ni dans les équations finales, 
ni dans les conclusions. 

En étudiant attentivement les travaux de M. Sarrus 
et de Cauchy, nous avons découvert qu'on pouvait 
abréger grandement les écritures et les formules, 
souvent fort longues et fort compliquées, en intro- 
duisant une notation symbolique qui permît de réu- 
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nir en un seul les termes analogues ou relatifs aux 
mêmes limites des variables. Cette simplification a 
produit un autre avantage : elle a mis en évidence 
certaines analogies générales qui nous ont permis de 
formuler en langage ordinaire et en termes assez 
nets les règles principales du Calcul des Variations. 

En outre des travaux que nous venons de rap- 
peler, nous avons beaucoup consulté, surtout pour 
les applications, l'ouvrage très-remarquable de 
M. Jellett {A elementaiy Treatise on tke Calculas of 
Variations, Dublin, i85o). Nous sera-t-il permis ce- 
pendant d'exprimer un regret? Le savant professeur 
de Trinity-CoUege n'a pas connu les recherches de 
M. Sarrus, et, pour les intégrales multiples, ses for- 
mules n'ont pas toute la généralité désirable. Il sup- 
pose partout, en effet, que les limites sont continues 
ou peuvent être fournies par une seule formule 
L < o ; ce n'est là évidemment qu'un cas très-parti- 
culier. En réalité, ces deux reproches se confondent; 
car, si nous ne nous trompons pas, M. Sarrus s'est 
placé le premier au point de vue plus général des 
limites discontinues. 

La méthode par laquelle le grand Jacobi a appris à 
distinguer les maxima et les minima, est un chef- 
d'œuvre de combinaison analytique; aussi, quoique 
l'application en soit encore fort restreinte, nous 
avons fait de sérieux efforts pour la rendre acces- 
sible, eu mettant à profit l'exposé qu'en ont fait 
M. Delaunay dans son beau Mémoire sur le Calcul 
des Variations, et M. Hesse dans un article inséré en 
1 859 ''''"S 'f' Journal de CreUe. 
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Notre rédaction était presque complètement ache- 
vée, quand nous avons pu consulter l'ouvrage gran- 
dement utile qu'un homme très-initié à la littérature 
du Calcul des Variations, M. Todhunter, vient de pu- 
blier sous ce titre : A History of the Progress of the 
Calculas of Variations y by Todhunter, London, 1860. 

Il existe en langue allemande un Traité fort volu- 
mineux intitulé : Théorie und Anwendung des soge- 
nannten Variations Calculs, von D"^ G.-W. Strauch, 
dont la troisième partie, renfermant les applications 
aux intégrales doubles et triples, a paru en iSSg, à 
Vienne. Ce livre, tout encombré de formules stériles, 
est suivi d'un Appendice dans lequel le savant auteur 
s'attache à prouver, par une critique sans fondement 
et inexorable, que ni M. Sarrus, ni M. Cauchy, ni 
M. Delaunay n'ont atteint le but qu'ils se sont pro- 
posé dans leurs recherches sur le Calcul des Varia-t 
tions- Peu conséquent avec lui-même, tantôt il re- 
proche à M. Sarrus d'avoir séparé des termes qii'op 
pouvait réunir sous un même signe intégral, pour 
mieux faire sentir que les variations qu'ils contien- 
nent pewf^enr dépendre les unes des autres; tantôt il 
reproche à M. Cauchy d'unir en une seule expression, 
par un double signe de substitution, des termes qu'on 
pouvait écrire séparément pour mieux indiquer que 
les variations qu'ils coniiennenipeuvent être indépen- 
dantes les unes des autres. Le croirait-on? M, Strauch 
va jusqu'à dire que les formules de M. Sarrus ne 
comprennent même pas la solution de ce problème 
très-simple : < Trouver l'aire minima entre deux 
surfaces données. » Et pourtant, dans la ving^- 
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1 tloil donner à la variable. Ainsi 



mplement / V, 



exprimera ce que devient la fonctioD V, quand la va- 
riable X reçoit la valeur parliculière Xi- Le même signe / 
avec deux limites, l'une inférieure jr, , l'autre supé- 
rieure Xt, 

1'='. p. 

/ V, ou simplement / V, 

exprimera la ditîérence entre les résultats des deux sub- 
stitutions x = x„ x ^x^ dans la fonction V, ou ce que 
l'on obtient quand, après avoir fait tour à tour dans cette 
fonction x = x,, x= x„ on retranche le premier résul- 
tat du second ; de sorte que 

/%=/-v-/\. 

Un signe de substitution tîouble, tel que / , pourra donc 
toujours être décomposé en deux signes de substitution 
simple, / et / . 

Nota. Dans l'enseignement oral il est bon qu'on puisse 
désigner verbalement le signe ou l'acte de la substitution. 
Nous proposons en conséquence de dire substitution, 
comme on ditîomme, ei substitution x,, substitution Xt . 
ou substitution Xi, Xt, comme on dît somme depuis x, . 
jusqu'à X,, ou somme Xt, x^. 

Par suite de cette même notation étendue au cas de 

plusieurs variables, / / V exprimera qu'il faut d'abord 
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donner la valeur j^i à la variable/, et ensuite à la varia- 

ble X la valeur Xi. De même la notation / / V signifie 

qu'il faut i° remplacer tour à tour dans V la variabley 
par les valeurs j^i et y,, et retrancher le premier résultat 
du second^ 2° donner tour à tour à Xy dans la diflférence 
ainsi obtenue, les valeurs Xi et a:^, et retrancher de nou- 
vea4i les deux résultats Tun de Tautre^ de sorte que 



On aurait de même 

f^i /r, /«, 



/77' 

/or, (Tj f«, 



V 



^ffj\-fj"j\-pff\^fl'j\ 

_/"/"/"v+/77"v./"f/\-/"/Yv. 

Pour retrouver avec leurs signes les différents termes 
du second membre, il suflSra de former le produit sym- 
bolique 

T-rw-nir-ry 

Ces deux exemples montrent déjà la simplification 
considérable qu'on peut tirer en certains cas de l'emploi 
des signes de substitution double. 

2. Les substitutions simples ou doubles se mêlent sou- 
vent à des intégrations, qu'elles peuvent précéder ou 

I . 
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suivre selon les circonslancea. Ainsi / i \iiy indi- 
quera qu'il faut (l'abord iiilégrer \dj entre les limites 
y, et yt et remplacer ensuite x paiv x,. Au contraire 



i:p 



dx exige qu'on substitue d' abord _j', à y dai 



fonction V, et qu'on iotègre ensuite le résultat multi* 
plié par clx, entre les limites .t, et Xi- A la rigueur on 



devrait écrire 



jy\'\ „,.„.. £C 



mais parla même raison que dans les intégrales multiples 
onne sépare pas les signes//. .. par les différentielles </r, 
dy, etc., Dous préférons la seconde manière d'écrire, où 
les signes /et / se succèdent immédiatement. Pour la jus- 
tifier, s'il était nécessaire, on pourrait dire que la diffé- 
rentielle dx n'étant pas fonction dej', n'est pas atteinte 
par les substitutions qu'on peut faire relativement à celle 
variable. 

Pour ne laisser rien d'obscur, considérons encore la 
notation 



u:ï: 



Vdy. 

Elle exige que l'on fasse d'abord dans la fonction V la 
substitution double relative à z-. qu'on ioiègre ensuite 
par rapport à ^ le résultat obtenu multiplié par dy, et 
qu'on procède enfin à la substitution double relative à la 
variable X. 

3. Une fonction à laquelle on a fait subir sok des in- 
tégrations entre certaines limites, soit des substitutions 
simples ou doubles, relatives aux variables dont elle 
dépend, s'appelle expression définie. Elle n'est plus 
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fonction de ces variables, que nous nommerons varia- 
bles principales, et ne dépend que des paramètres ou 
constantes indéterminées qu'elle peut renfermer. Dans 
ne qui suit nous désignerons eu général par 

les variables principales qui entrent dans la fonction 
donnée, par 

.r,, 7,, z,,..., s,, t. 

les limites inférieures de ces variables, par 

leurs limites supérieures, par k un paramètre indéter- 
miné j et nous supposerons toujours, à moins que nous ne 
disions le contraire, que les substitutions et les intégra- 
tions ont lieu successivement par rapport aux variables 
principales dans l'ordi'e inverse des lettres X, y, s,. . . , 
s, (; de sorte que la première opération soit relative à t, 
la dernière relative à x. Nous admettrons aussi que les 
limites X, et x^ de x sont indépendantes de toutes les va- 
riables principales, tandis que les limites de y pourront 
être fonctions de x, celles de z fonctions de x eiy, et ainsi 
de suite jusqu'à la variable /, dont les limites seront en 
général fonctions de X, y, z,..., s. Quant au para- 
mètre X, il pourra entrer non-seulement dans la fonc- 
tion donnée V, mais aussi dans les valeurs limites de 
toutes les vaciables principales x, y, z,. . .,t, quoiqu'il 
doive être bien entendu que ces variables elles-mêmes 
soDl en lièrement indépendantes les unes des autres etde x , 
i. Propriétés du signe {. — Le signe de substitution 
simple, placé devant une fonction composée quelconque, 
porte sur chacun des éléments qui entrent dans sa forma- 
lion, de sorte qu'on a 
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De ce principe général on peut tirer plusieurs consé- 
quences parmi lesquelles il nous suffira, pour le moment, 
de noter les deux suivantes : 

i*^ Lorsque la somme algébrique de plusieurs fonc- 
tions est soumise à une ou plusieurs substitutions succes- 
sives, simples ou doubles, on peut effectuer séparément 
les substitutions indiquées dans chacune de ces fonctions 
et prendre la somme algébrique des résultats ainsi obte- 
nus. On aura, par exemple, 

On pourrait énoncer cette propriété en disant que la sub- 
stitution de la somme est égale à la somme des substitu- 
tions. 

2** ^iOrsque le produit de plusieurs fonctions est sou- 
mis à une ou plusieurs substitutions simples, on peut ef- 
fectuer séparément les substitutions indiquées dans chaque 
facteur et former le produit des résultats obtenus. On 
aura ainsi 



ffu^^fj\.j'j'\.fj 



^t 



w. 



Dans le cas de substitutions simples, la substitution du 
produit est égal au produit des substitutions. 

Si la quantité qui se trouve engagée sous un signe de 
substitution simple, est constante, ou seulement indé- 
pendante de la variable à laquelle se rapporte la substi- 
tution indiquée, le signe J est sans effet aucun et peut 
être supprimé. On a évidemment 

/x, jx^ ix; iX^ fX, iX^ 

k-=ik, I k:=zk, I ku =z kl m, / ku =: k 1 «, 

lorsque k est constant ou indépendant de jc, et par suite 



/ /• = G , / kur=: k \ U, 

Ir^ 'xi lx^ 




*ir- 
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Les facteurs constants restent en dehors des sub- 
stitutions^ la substitution double d^une constante est 
nulle. 

5. Lorsqu'une expression définie quelconque est sou- 
mise à une nouvelle substitution simple, au lieu de Teffec- 
tuerdans le résultat définitif de toutes les opérations indi- 
quées par les signes / et /, rien n'empêche de la faire 
séparément dans la fonction V et dans les limites de 
chacune des variables auxquellies se rapportent ces opé- 
rations. On pourrait même faire la substitution seulement 
dans quelques-unes des quantités V, fj , fj , 5, , 5j, . . . , 
qui constituent l'expression définie proposée, mais alors 
on serait obligé de la renouveler à la fin du calcul. 

Supposons, pour fixer lés idées, que V contienne trois 
variables indépendantes x,/, z, et qu'on veuille calculer 

I / V^j, ou faire j: = jc, dans l / \df, 

expression qui est évidemment fonction de la seule varia- 
ble X* Puisque celle variable x entre dans la fonction \ 
ainsi que dans les limites 2,, ^2,7^1,^^5, sans être atteinte 
ni par la substitulioiï relative àz, ni par Tintégralion rela- 
tive à y, on arrivera au même but, en faisant séparément 
x-=^X\ dans chacun des éléments V, Zj , Zj , j^, , j-j , qui 
constituent, pour ainsi dire, l'expression donnée. Mais il 
est évident que si l'on ne faisait x = x^ que dans quel- 
ques-uns de ces éléments, la variable x ne serait pas 
complètement remplacée ; il faudrait par conséquent 
renouveler la substitution x = 0:1 dans le résultat obtenu. 
Ces raisonnements conduisent sans peine à la conclu- 
sion générale, que dans les expressions définies on peut 
faire les substitutions simples autant de fois et à telle 
place qu'on veut, pourvu qu'en dernier lieu on les fasse à 
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la place ou dans l'ordre iodiqué par la notation primitive. 
On aura par exemple ideniiquement 



WÏÏ 



6. Ce mëtne principe de la répétition des substitutions 
simples peut servir à réduire une expression dé6nie à la 
forme d'une intégrale définie toutes les fois que les substi- 
tutions quelle renferme sont simples. Il suffit en effet pour 
cela d'effectuer séparément les substitutions dans la fonc- 
tion V et dans les limites des intégrations. Prenons pour 
exemple l'expression 



/TT'X'^ 



dtdy. 



V étant supposé fonction des quatre variables X,j, z, t. 
Si l'on effectue les substitutions indiquées dans chacune 
des quantités ^, t,, ft,yi,j'f< et qu'on désigne respecti- 
vement par V, (', , t\,y\^y\, les résultats de ces substitu- 
tions, de sorte que 



./'/=■, 



'■=/7"'" '■■=/"/"'" ^■■=A" '-=["■ 

l'expression proposée deviendra 

'^'dtdy. 



£'£- 



et prendra ainsi la forme d'une intégrale définie. Ajou- 
tons que, par suite des substitutions effccluécs, V est fonc- 
tion de y et t; t\ et t'-^ sont fonctions de y, tandis que 



* -A 
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Ti ^^y\ ^^^^ constantes^ de sorte que y et ^ sont les seules 
variables qui figurent réellement dans cette intégrale. 

Si Ton ne tenait pas à rendre les substitutions visibles, 
on pourrait supprimer les signes // et écrire simplement 

j ydtdy, au lieu de / \ \ \ ydtdy, 

en sous-entendant qu'on devrait faire préalablement 

2 = Zj et a: = Xj dans celles des fonctions V, fi, '25^19 J^t? * 

qui dépendent des variables z et x. 

Lorsque l'expression donnée renfermera des substitu- 
tions doubles, on les décomposera d'abord en substitutions 
simples et l'on transformera séparément chaque terme du 
résultat, ce qui donnera une suite d'intégrales définies. 

Une expression définie est invariable tant que les con- 
stantes indéterminées qu'elle renferme conservent des va- 
leurs fixes. Mais si l'une de ces constantes x, devenue pa- 
ramètre variable, change de valeur, l'expression définie h 
variera elle-même, en tant que fonction de ce paramètre, 
et pourra être différentiée par rapport à lui. Le calcul des 
variations, comme nous le verrons dans la suite, se réduit i 
en effet à la recherche des dérivées des expressions défi- j 
nies; il faut donc avant tout exposer les règles générales * j 
de la différentiation de ce genre d'expressions, qui sont de 
trois espèces : 1° expressions définies par substitution^ ou ' 
qui résultent uniquement de substitutions ; 2° expressions \ 
définies par intégration^ ou intégrales définies j 3° expres- 
sions définies mi.rfc5, ou qui résultent à la fois de substitu- 
tions et d'intégrations se succédant dans un ordre quel- 
conque, i 

7. Nous considérerons successivement ces trois espèces ; 

d'expressions définies et nous chercherons leurs dérivées \ 

relatives à un paramètre x, contenu tant dans la fonction 

1 









mais avant tout, pour simplifier les formules, qui sans 
cela dévie ndraif^nt très-complexes, et pour leur donner 
toute la clarté, toute la symétrie possibles, uous ferons une 
nouvelle convention. Comme les variables k,Xi j", «,..., i 
sont indépendantes les unes des autres, on ne saurait atta- 
cher aucune idée aux quotients diflférentiels 



lix dj 



dy 



cependant nous ferons usage de ces spuboles précédés d'u 
signe de substitution, et nous leur donnerons la signifies 
lion déterminée par les formules 



/*' dx dx, /■''■ dy dyt 

/■'' dx dXi K' dy rfj-, 

dl " 777' / (77 ~ 7Ï7' 



/■'' dy _ dr, 



l'"!l^ 



c'est-à-tlirc que la dérivée de l'une quelconque des varia- 
bles indépendantes x, ^, a, . . . , (, laquelle en elle-même 
n'a aucun sens, représentera pour nous la dérivée de celle 
des limites inférieure ou supérieure de celle même variable 
accolée au signe de substitution. Cette convention s'éten- 
dra également aux dérivées Jes ordres supérieurs. 

Il n'est pas même nécessaire que le signe de substilu- 
lion précède immédiatement la dérivée symbolique pour 
en déterminer le sens; il pourrait en être séparé par 
d'autres signes soit de subslitulion, soîl d'intégration, ou 
par un facteur, sans que la signification de la dérivée 
cessât d'être déterminée. C'est une conséquence naturelle 
du principe de la répélilion des substilulions (n" 5). 
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On aura par exemple 



1 1 






le même 



/ / / "T.T/^ 



L'avantage principal de celte notation symbolique est 
de permettre de réunir en un seul terme plusieurs expres- 
sions définies qui renferment les dérivées correspondantes 
des deux limites d'une ou de plusieurs variables, ce qui 
simplifiera beaucoup la recherche des variations des inté- 
grales multiples. 






"'à 



4 



l 






\ i 
■ 1 



«;. î 






yi'' 



> 



r^ 



i 



jr* 



, i * 



?*.; 



-I 
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Règles de la différentiation des expressions définies. — Dérivées des ex- 
pressions définies par substitution. — Dérivées des intégrales définies. — 
Dérivées des expressions définies mixtes. — Intégration par parties des 
expressions définies mixtes. 



8. Premier cas. — Expressions définies par substitu- 
tion. — Supposons d'abord que V renferme les seules va- 
riables X et x^ ou que Ton ait V =/" (jc, x) 5 l'expression 



/ 



V=f{y.,X,) 



dépendra du seul paramètre x, et il s'agit de la ditTéren- 
tier par rapport à lui. On aura évidemment 



d r' 



d/{Y., X,) df(t., X,) rfx, 



d 



Oi 



rf/( 



dxy dr. 



..r.) _\"d^ df{v., r.) ^ r»^ 



et, d'après la convention admise, 



donc 



d 
dv. 



dxx /"^' dx 
dr. I dv. 

I l \dx ^ dx dyj 



On trouverait de même 



fJH'i:. 



i\ d\ dx\ 
dr. dx dv.) 






L 



^ 
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el, en retranchant de cette équation la précédente, 



(>) 



X 






V, / V, / V, 

par rapport à x, il suffira de diffërentier sous le signe de 
substitution comme si x était fonction de x. 

Si V renferme les trois variables x, x, y^ ou si Ton a 

V =y ()c, ^9 jk)? et qu'on demande la dérivée de / / V 

/t. /y. 



^1 'r. 



par rapport à x, on remplacera V par / V dans la der- 
nière équation, qui deviendra 

d r^ r* r^/d /^' dx d /^^ 



r^r^ r^f d /^« da: d I' 



V 

r/x 



Cette même équation (i) donne d'ailleurs 



^ /"^^xr l^*fdX d\ df 



i 1^' I^Wd\ 

4 "H U 



^^^ L L \d')^ dy d'. 



H'Hi 



^ dx dy dxj ^ 
en substituant ces valeurs, et considérant que le facteur 

/T'Y* fini* /7 T* 

symbolique — > tenant la place soit de -t-^» soit de -j-^, 
ne dépend point de y, et qu'il est permis par conséquent 

de le faire passer sous le signe / , on arrive à l'équation 



¥ i 



* 






i4 

suivante : 
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JV dy dx dV [dy 
X dx dr. dx \dx 






^lr^ (r, for, (r, ' 

La somme aflfectée des signes de substitution est évidem- 
ment la dérivée totale de V prise par rapport à x, comme 
si chacune des variables x, j:, y était fonction de celles 
qui la précèdent, x fonction de x, y fonction de x et de x. 



Considérons encore l'expression 



/'. /^> /«, 
ion/ / / V, 

'^i '^i '^i 



dans la- 



quelle V est fonction des variables x, x, j^ z, et dont il 
faut trouver la dérivée par rapport à x. En remplaçant 
dans l'équation précédente 



V 

d\ 
dr, 

dV 
dx 

d\ 
dy 



par 



par 



par 



par 



/'■ 
/" 

r 

Iz. 



dy dy dz 



dr. 
dx 



dz d\ 

dy dz\ 
dz dx/ 

dy dz 



/dy_ 

\ dy ' dz dy 



signe 



et faisant passer les facteurs -r- ? -^5 ^9 sous le nouveau 

'■ dv. dK dx 

de substitution / , ce qui est permis, puisque les li- 

mites Xi, .Tj, /j, 72, elles-mêmes, et par suite leurs déri- 
vées, sont indépendantes de z -, on verra que l'ensemble des 
termes aflfectés dans l'équation (2) des signes de substi- 
tution, auxquels s'est joint le signe relatif à /, s'accroît 
du terme 

dyrdz dz dx dz f dy dy dxX"} 
dz \_dv. dx dy. dy \dy. dxdy/j 



^ ,...1 »— 



^sucy 
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et devient la dérivée totale de V prise par rapport à x, 
comme si chacune des variables k, x, y, z était fonction 
de celles qui la précèdent. Si l'on désigne cette dérivée 

I -r— j 9 on aura donc 



pa 



(3) 



^i (r» »*, 'X, ly, h^ L J 



Le même raisonnement, appliqué successivement à un 
nombre de variables de plus en plus grand, conduirait 
évidemment à la formule générale 

dans laquelle -j- 1 désigne la dérivée totale de V 

relative à x, prise comme si chacune des variables 
X, je,/, ^, . . . , t était fonction de toutes celles qui la pré- 
cèdent. La signification réelle de cette formule symbo- 
lique, après les explications données, n'a rien d'obscur. 

Quand on aura formé la dérivée totale -r- j on dé- 

composera la substitution double / en deux substitu- 

k . , , dt dt dt dt dt, 

tions Simples, on remplacera -—9 -7-9 -7-7 -r ' * • • j par — 5 

'■ ^ dv. dx dy dz ^ dv. 

-j^ï -7-» -T->"*» dans tous les termes précédés du signe 

/dti dt, du dt^ j 1 , .1, 

, et par —9 -—9 —9 7-' • • * ' dans les termes précèdes 

du signe / ; on fera ensuite pour les autres variables 

5, . . . , z^y^ X, ce que Von a fait pour A, et Ton arrivera 
à la valeur définitive de la dérivée cherchée. 



I'' (dV dV dt\ 
l \dy "*" dt dyj' 



dV I'' , 

-dJ P" ( ( 



dV^ dl\ 

' 'dtd^} 



l'ensemble des termes aSectésdes sigues de substitution, 
auxquels s'est joint le signe relatif à f, se sera accru du 
nouveau terme 



dt dj: 






a précisément la déi 
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port à )c, prise comme si chacune des variables x, r, j^, 
^,..., 5, t était fonction de toutes celles qui la pré* 
cèdent. Donc si la formule est vraie pour n — i variables, 
elle le sera encore pour n. Or elle est démontrée directe- 
ment dans le cas de trois variables; donc elle subsistera 
quel que soit le nombre des variables affectées de substi- 
tutions. 

10. Tout ce que nous venons de dire des expressions 
définies qui renferment un ou plusieurs signes de substi- 
tution double 



/x, (r, Iz, U^ 



s'applique de même et sans aucun changement aux ex- 
pressions dans lesquelles tous ces signes ou quelques-uns 
d'entre .eux sont remplacés par des signes simples. On 
aura ainsi, par exemple, 

la dérivée symbolique -r— 1 étant formée d'après la même 

loi de dépendance rétrograde entre les variables. Cette for- 
mule, à laquelle on parviendrait directement par des 
raisonnements analogues à ceux qui nous ont conduit à 
Téqualion (4), est d'ailleurs assez évidente en elle-même 
pour qu'on puisse Técrire immédiatement; car le seul 
f^it des substitutions successives de ï, , 5i , . . . , Zi , ^i ,Xi 
établit entre les variables principales a:,y, ^, . . . , r, con- 
tenues dans la fonction V, une dépendance telle que cha- 
cune est essentiellement fonction de toutes celles qui la 
précèdent et de x. Evidente quand il s'agit de substitutions 
simples, cette formule ne le sera pas moins dans le cas de 
substitutions doubles, puisqu'une expression définie à 
substitutions doubles est, comme on l'a vu, la somme ou la 
IV. 2 



-•1 



/.■ 
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différence d'expressions définies à substitutions simples, 
et que la dérivée de la somme ou de la différence est égale 
à la somme ou à la différence des dérivées. 

1 1 . Deuxième cas. — Intégrales définies, — Pour trou- 
ver la dérivée de l'intégrale définie simple 






dans laquelle la fonction V ainsi que les limites x, et x^ 
dépendent du paramètre x, donnons à ce paramètre un 
accroissement Ax, et désignons respectivement par A V, 
At, , Axs, les accroissements correspondants de V, 
x, , ^2. L'accroissement de l'intégrale sera évidemment 

X, -h A or, Jx^ 

Jr* ^i * /» x, -h A X, 

I A Vf/or + 1 [\-\-^Y)dx 

X, */x, 

H- Ax, 

(V+AV)r/x. 



-X. 



Or, si les fonctions V et A V croissent par degrés insen- 
sibles et ne deviennent pas infinies entre les limites x^ 
et x^ -h A:ci , le dernier terme est égal au produit de 
la différence entre les limites ou Aj^j par une valeur 
moyenne de la fonction V -f- AV entre ces mêmes limites. 

V-f-Si cette valeur moyenne, ei éta^it 

nécessairement une quantité qui disparaît avec Az, il en 
résulte 

(y -i^^v)dx 



L 



= Ax. fe, 4- / Vj. 



On aura de même, en admettant que V et A^ croissent 
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par degrés insensibles et ne deviennent pas infinies entre 
les limites x^ et o^a -f- A j:, , 

j (V-f-AV)^x = Ax,( 6,-1- / VU 

gg étant une nouvelle quantité qui s'évanouit avec Ax. On 
peut donc écrire 



AS=: 



1 AVc?^H-A.rJ Ê, H- / V I — d^, I e, -f- / vV 



En divisant par Ax les deux membres de celte équation, 
et passant à la limite, on trouve 



dS 






ou simplement 






dx 
av. 



en faisant usage de la notation symbolique adoptée. 
Considérons maintenant l'intégrale double 



=/7 

t/x. •/r. 



V dy dx.^ 
^1 



et cherchons sa dérivée par rapport à x, en supposant que 
la fonction V ainsi que les limites OTi, x^^ y^^y^ dépendent 
de ce paramètre. Si, dans la formule (5) relative à Tin- 

tégrale simple, on remplace V par I V dy^ on trouve 



•-T. 



rfs r^ d r^ ^ r^dx r^ 

t/x. t/r. I.r. «/r. 



2. 
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Cette même formule (5) dotine d'ailleurs 

T.l "-"'=1 irJ'^l "£■ 

En introduisani cette valeur et faisant passer sous le signe 
intégral relatif à j' le facteur — i qui se trouvedans le se- 
cond terme, ce qui est permis puisque ce facteur symboli- 
que, représentant —r^ ou -t-> est indépendant de la va- 
riable j', on arrive à la formule 



S C'^ r-^W z"^' /■'• dy 



(6) 

-dy. 



Pour obtenir la dérivée par rapport à x de l'intégrale 
triple 



'=x:n' 



Vdzdydr, 



ou remplacera dans la formule (6) relative à l'inlégrale 
double 

V par f 'ydt 

et 

.^ par I — dz -t- I V — : 

'f'- À. ''■'■ L, ''' 

on fera passer sous te signe intégral relatif à z les fadeurs 
symboliques ~r ^^ -j-- iudépendanis de eetle variable , et 
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(7) 



on trouvera 



«/x, */r, *^«, */x, c/y, l5, 






12. La loi de la formation des termes successifs est 
déjà assez nettement indiquée pour qu'on puisse écrire 
la formule générale suivante : 

d r* r^ r* r'' 

— I I \ ' ' ' \ ^^^' ' dzdydœ 

r'. ny. p rt^dv 
==1 l X "'177'^' ''^'^'^ 



+ 



(8) 



/"' r' /"' /'' rff 






+ 



I, t. i. ■ • i/ s: * ■ "' 



-h 



Pour démontrer rigoureusement cette formule, il suf- 
firait de montrer que si elle est vraie pour n — i variables 
a:, y, 2, . . . , 5, elle Test encore pour n variables x^ y^ 
^, . . . , j, r, ce qu'on pourrait faire en suivant la même 
marche que dans le cas des expressions définies par sub- 
stitution. 
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Interprétée en langage ordinaire, cette formule fournil 
la règle suivante : 

Pour obtenir la dérwée (ïune intégrale multiple quel- 
conque relatii^e à un paramètre x qui entre non-seule- 
ment dans la fonction V, mais aussi dans les limites des 
intégrations, il faut: i^ prendre en dedans des signes 
d'intégration la dérii^ée de la fonction \ par rapport à x-, 
2° ajouter au premier terme ainsi obtenu un nombre de 
termes égal à celui des variables, et dont chacun se dé- 
duit de l'intégrale proposée en changeant tour à tour le 
signe d^ intégration relatif à chaque variable en signe 
de substitution double correspondant et remplaçant en 
même temps la différentielle de la variable par sa déri- 
i^ée rplatiue au paramètre dont il s'agit, 

13. Troisième cas. — Expressions définies mixtes, — 
Pour simplifier le langage, nous distinguerons les va- 
riables principales qui entrent dans une expression défi- 
nie mixte, en deux catégories : nous appellerons variables 
de substitution celles qui sont l'objet de substitutions ou 
par rapport auxquelles on substitue, et variables d'inté- 
gration celles par rapport auxquelles on intègre. 

On trouvera dans tous les cas la dérivée d'une expres- 
sion définie mixte, en appliquant convenablement et tour 
à tour les formules (4) et (8). Prenons, par exemple, 
pour point de départ la formule relative aux intégrales 
simples 

remplaçons V par / V, et par conséquent 



dv. 



'y. 



►ar 



(•( 



d\ dV dy^ 
dy dv. 
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ei faisons passer sous le signe de substitution relatif à ;^le 

dx , 

facteur — » ce qui est permis, puisque ce facteur est in- 
dépendant de la variable y ^ il viendra 



d-A 



) Il \dY dx dy. 



dx 



ri' 



•^« dx 



£ 



Si dans celte nouvelle équation on remplace V par 
Ydz, et par conséquent 



d\ C* d\ ^ l\ dz 

— par I — «z 4- / V — 

dx j dv. I dv. 

^ ar r' — dz-hl\-. 



et qu'on fasse passer les facteurs ;j- et ^ sous les signes 

de substitution ou d'intégration relatifs à la nouvelle va- 
riable J5, qui n'entre point dans ces facteurs, on trouvera 
de même : 



d 
d^ 






dzdx 






^i^t + t't\dx 



dr. dy d; 



ïxiy^- 



Par un procédé tout à fait identique on établirait suc- 
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cessivement les formules suivantes : 



\di 



d 
57 



Ndy=zï 

'x. Jr, 



d\ dx 



dx dv. 



d\ 



■dx\ 
dx d%) 



dy 






df dx\ 

dx dv. I 



£ 



Vdr 



'j^i 'r, '2^1 ^ 



dx d\ / dz dz dx\\ 
dr. dz\dy, dxdv.)] 



dr, 

dy dx 
dx dr. 



14. Il est aisé .de voir qu'une suite d'opérations sem- 
blables, convenablement choisies et exécutées, conduirait 
à la dérivée d'une expression définie quelconque. Partant 
d'abord d'une expression qui ne renferme qu'une va- 
riable principale, on passerait successivement au cas 
de deux, trois variables, etc., en mettant toujours à la 
place de la fonction V une nouvelle expression définie. 
Or si l'on applique cette marche à un nombre suffisant 
d'exemples, et qu'on examine attentivement les valeurs 
finales des dérivées obtenues, on ne tarde pas à entrevoir 
la loi de formation des termes dont elles se composent, et 
à découvrir la règle générale de dérivation, qu'on peut 
énoncer comme il suit : 

Règle générale. — ^our obtenir la dérivée relative 
à 3t d'une expression définie, résultant d'un nombre 
quelconque de substitutions ou d'intégrations à opérer 
sur une fonction V, il faut : i° prendre en dedans des 
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signes de substitution et d^ intégration la dérii^ée totale 
de la fonction V par rapport àr.-^ i^ ajouter au premier 
terme ainsi obtenu un nombre de termes égal à celui des 
intégrations , et dont chacun se déduit de F expression 
définie donnée^ en changeant tour à tour le signe d^ in- 
tégration relatif à une variable en signe de substitution 
double correspondant y et remplaçant en même temps la 
différentielle de cette variable par sa déri\^ée totale rela- 
tii^e à X. Quant à la dérit^ée totale soit de V, soit de 
x,,y'^ z^,.., que doit renfermer un terme quelconque^ 
elle sera formée, comme si chacune des variables de 
substitution qui entrent dans ce terme, était fonction de 
toutes celles qui la précèdent, et de x., 

15. Il n'est pas difficile de prouver que si celle règle 
esl vraie pour n — i variables, elle le sera encore pour n 
variables. Âdmellons, en effel, qu'elle est vraie pour une 
expression définie renfermant les variables principales 

'JOj j, ^î- . -9 Sy et examinons d'abord ce qui arrive, si 

l'on remplace V par/ V dans la dérivée de celte expres- 

sion. Le signe / prend place dans tous les termes à la 

suite des autres signes de substitution et d'intégration, et 
tous ces termes conservent leur forme, àl'exception du pre- 
mier, lequel d'après la règle générale devait renfermer la 
dérivée totale de V relative à z, formée comme si chacune 
des variables de substitution était fonction de toutes celles 
qui la précèdent et de x, et qui, actuellement, renferme la 

dérivée totale de / V prise dans la même hypothèse. Mais 

si l'on développe celte nouvelle dérivée totale, on retrou- 
vera encore, sous le signe de subslitulion relatif à t, la 
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dérivée toiale de V, prise cette fois, ainsi que cela doit 
être, sous la rondition que la relation de dépendance 
rétrograde entre les variables de substitution s'étend à la 
variable t. La dérivée de la nouvelle expression définie à 
n variables, du. moins lorsque la n'*"" variable est afTectée 
d'un signe de substitution, rentre donc tout à fait dans la 
règle générale. 

Il en sera de même, si cette nouvelle variable est affec- 
tée d'intégration. En eflel, si nous remplaçons V par 

/ V(/( dans la dérivée de l'expression définie k n — i 

variables, le signe | s'introduit dans chaque terme à la 

suite des autres signes de substitution et d'intégration, et 
lousles termes conservent leurforme, àl'exceptiondupre- 

mier, dans lequel la dérivée totale de I "S dt doitrem- 

placer celle de V. Mais, en effectuant les calculs, on re- 
connaîtra que ce premier terme se partage en deux autres, 
renfermant l'un la dérivée totale de V affectée du signe 

intégral | , l'autre le produit de V par la dérivée totale 

de (, affecté du signe de substitution / ; et ce résultat 

est parfaitement conforme à la règle générale. 11 est donc 
bien prouvé que, vraie pour « — i variables, cette règle 
l'est encore pour n variables; or elle est vraie évidem- 
ment dans le cas d'une seule variable; donc elle le sera 
quel que soit le nombre des variables. 

Nous avons supposé jusqu'ici que l'expression à diile- 
renticr ne contenait que des signes de substitution double ; 
mais ou pourrait évidemment les remplacer tous, ou en 




EXPRESSIONS DÉFINIES. 27 

partie, par des signes de substitution simple, sans avoir 
rien à changer à la série des raisonnements qui précèdent. 
La règle établie conduira donc également à la dérivée des 
fonctions définies renfermant des substitutions simples. 
16. Il ne sera pas inutile d'indiquer en peu de mots 
comment on peut arriver plus directement à la règle gé- 
nérale que nous venons d'établir. S'il s'agit de différen- 
tier une expression définie mixte, ne renfermant que des 
substitutions simples, on pourra lui donner d'abord la 
forme d'une intégrale définie (n^ 6), et appliquer ensuite 
la règle de la différentiation des intégrales, ou la for- 
mule (8). Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse 
de différentier l'expression 

i. / i. '^■*- 

D'après le n° 6, il est permis de supprimer les signes 
de substitution et d'écrire simplement 






ydtdy. 



pourvu qu'on ait fait préalablement .r = x, et ^ = z^ 
dans celles des fonctions V, ï, , f,, /j , jj, où entrent 
les variables x^lz. On aura donc, toujours en admettant 
cette même hypothèse, en vertu de la formule (8), 



d% 
~d 



pourvu que, dans la formation des dérivées totales I -r- y 
- I- I — 1) on tienne compte des substitutions sous-en- 



dt 
d 



4' 



"^j- 



V^ 
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tendues. Or, puisque les variables x et ^, devenues Xj et 2, , 
entrent dans la fonction V et dans les limites ^i, fj, repré- 
sentées toutes deux par la lettre t dans la dérivée symbo- 
lique j- p et que la première des deux variables entre 
seule dans les limites ji et /a, représentées toutes deux 
par la lettre y dans la dérivée symlK)lique 1 ;t- P les va- 
leurs effectives de ces trois dérivées seront : 



\~dhL 



dy dx ^/^ dz^d^ 
dx dv. dz \d7L dx dx 



dz dx\ 
dxdnj 



L^J / / (di^ didi'^ dz\d7^ 
\_dxj I \dr. dx dTLJ 

Si Ton introduit ces valeurs dans la dérivée — et qu'on 

a Y. 

rétablisse les signes de substitution, on obtiendra défini- 
tivement 



X 



^V dV dx dX/dz 
d V. dx dv. 



dz dx\ \ 

dz \dyL dx dv. ] ] 



dtdy 



'£ 






Comme les expressions définies qui renferment des sub • 
stitutions doubles, se partagent en plusieurs expressions 
ne renfermant que des substitutions simples, et dont cha- 
cune donne une dérivée exactement de -même forme, sauf 
les limites différentes accolées aux signes de substitution, 
la formule précédente subsisterait encore si Ton changeait 
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les substitutions simples / , / , en substitutions doubles 



/'■•/"■ 



Pour peu qu'on réfléchisse à la marche suivie dans cet 
. exemple ^ on est bientôt convaincu quelle conduira à 
la dérivée d'une expression définie quelconque, renfer- 
mant avec les intégrations soit des substitutions simples, 
soit des substitutions doubles 5 qu'il suffira pour cela de 
prendre la dérivée de l'expression définie, comme si 
c'était une intégrale définie, en négligeant les signes de 
substitution, pourvu que dans la formation des dérivées 
soit de V, soit de it, 5, . . . , on tienne compte des substitu- 
tions sous-entendues, en ce sens qu'on traite chacune des 
variables auxquelles se rapportent ces substitutions, 
comme une fonction de toutes celles qui la précèdent et 
de X ] dans le résultat ainsi obtenu on rétablira ensuite 
les signes de substitution à leur place primitive. 

On reconnaît sans peine que cette marche à suivre est 
précisément celle qui résulte de la règle générale déjà 
formulée. 

17. Nous allons montrer par quelques exemples com- 
bien son application est facile. Veut-on, par exemple, 
la dérivée par rapport à y. de l'expression 






ydzdy-f 



on prendra d'abord la dérivée totale de V, en conservant 
les signes \ f f\ on ajoutera à ce premier terme deux 
autres termes que l'on déduira de l'expression proposée 
en remplaçant tour à tour chaque différentielle dzy dy par 
la dérivée totale de z ou dej^ relative à /., et chai>geant en 
même temps l'intégration relative à ^ ouy en subslitu- 
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tion double correspondante. On aura donc 



^S 
di 



■££m^-ï:£ 



r^, /^. 



Comme dans la formation des dérivées totales, isntourées 
des accolades [ ], il faut toujours regarder chacune des 
variables de substitution comme une fonction de toutes 
celles qui la précèdent et de x, les valeurs de ces dérivées 
seront : 

r^vn _dv dy dx 



dx dv. 
dz dx 

T.' 



[dz"\ dz dz 
d'K\ dr. dx 

\_dy^j dyL dx d-A 

On arrive ainsi au résultat suivant, qu'on aurait pu dé- 
duire immédiatement de la règle générale : 



r. t/5. 



ydzdy 



n 



/^i 



1 



' d\ dy dx\ 

^dr. dx dv.) ^ 



'y. 



'r, 



X 



A la vérité ce n'est là qu'une formule abrégée et sym- 
bolique 5 mais il suffit de décomposer les substitutions 
doubles en substitutions simples correspondantes, et de 
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remplacer les dérivées symboliques des variables x^ y^ z, 
par les dérivées réelles des limites a^i, .rs,^^,, y^^ z,, Zj, 
qu'elles représentent, pour arriver à la valeur définitive 
de la dérivée cherchée : 



-m: 



d-x. dr d% 



yip + 'ppUz 

a y. dx rtx 



-/'tj: 



dz 



rriH-È^t^h 



Sa CALCUL DI 

Considérons encore l'expressio» défiDie 

alïeclée à la fois de signes de substitution simple ei 
double; sa dérivée relative à >t aura pour valeur symbo- 
lique 
dS {'•F'r''ldV dVdx dV/dr ilr>f.i:\ï_, 



m- 



dz dr dz Idy dj dx\ 
"d^d^'^d^\Tx~^d^dij 



Le premier terme renferme la dérivée totale de V prise 
en regardant chacune des trois variables x, x,y comme 
fonction de celles qui la précidenl, tandis que pour la 
dérivée totale de z, contenue dans le second terme, cette 
dépendance rétrograde s'étend aux quatre variables 

Cette équation symbolique deviendra une équation 
réelle lorsque, après avoir décomposé les substitutions 
doubles en substitutions simples, on aura remplacé les 
dérivées symboliques des variables x, j, z par les déri- 
vées réelles qu'elles représentent, ainsi que nous l'avons 
l'ait dans le premier exemple. 

Ces deux exemples sullisent à éclairer l'application 
de la règle générale du n° ii, et à montrer combien les 
formules se simpHBent par l'emploi des notations ad- 
mises. 

18, Intégrations par parties des expressions rléfi- 
nies. — 1! arrive souvent qu'une expression définie ren ■ 
ferme en facteur sous les signes de substitution et d'inté- 
gration la dérivée w d'une fonction inconnue prise par 
rapport à l'une des variables d'intégration, et qu'il faille 
la transformer de telle sorte que cette même fonction ne 
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soit plus différentiée que par rapport aux variables de 
substitution. Afin de mieux expliquer comment on doit 
s'y prendre pour effectuer cette transformation, considé- 
rons l'expression définie mixte 






renfermant la dérivée de w relative à la variable d'in- 
tégration X. Si l'on différentie par rapport à a:, considérée 
comme paramètre variable, l'expression 






&> 



. dz^ 



c'est-à-dire ce qui dans l'expression donnée est affecté d'in- 

dx 



tégration relative à x, mais où co prend la place de -r-? on 



aura, en vertu delà règle générale du n^ 14, 

Les dérivées totales, entourées d'accolades, devant être 
formées, la première comme si des deux variables x, j, la 
seconde comme si des trois variables x^ y, Zy chacune 
était fonction de celle ou de toutes celles qui la précèdent, 
auront pour valeurs effectives 



L ^^ J 



cf.Rw d.'Kfùdy ^ d(d dK d^Kondy 



[dz~\ dz 
dx\ dx 



dx dy dx dx dx dy dx 

dz dy 
dy dx 



Si l'on introduit ces valeurs dans l'équation précé- 
dente, et qu'on intègre ensuite les deux membres entre 
les limites Xx et x^ , après les avoir multipliés par dx^ on 
IV. . 3 
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et transposant, il vient 






(ùdzdy y 

UTT 



et ce sera la transformation cherchée, quand on aura 
introduit dans les deux membres le signe de substitu- 



tion / . 

Ix. 



19. Cette même marche qui conduit au but dans tous 
les cas, se traduit dans la règle suivante : 

Lorquune expression définie contient en facteur la 
dérivée d'une fonction o) relative à une variable d'in- 
tégration x^ pour la ramener à une forme oh les dérivées 
de 0) soient toutes relatives à des variables de substitu- 
tion ^ I** différentiez par rapport à x T expression entière 
soumise à V intégration relative à cette variable , après 

y avoir remplacé — par w ; 7? intégrez le résultat par 

rappoH à X entre les limites Xi et x^. L^ équation à 
laquelle vous parviendrez ainsi, donnera^ par une simple 
transposition des termes^ la transformation cherchée. 

En effet, la différentiation relative à x, premier 
temps de Topération, donne une équation dans laquelle 
tous les termes contiennent, sous les signes f el L 
w en facteur, à Texception du premier terme du second 
membre, qui renferme la dérivée totale relative à x d'un 
certain produit Ro); or cette dérivée totale développée 

se composera d'un premier terme R — et d'une série de 

termes ne renfermant plus que des dérivées de w relatives 
aux variables de substitution. L'intégration relative à x 

3. 
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néraledes intégrales multiples : 
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(9) 



r^ r^' C' rf„ 

I I I • • • R — — • • • dzdrdx 

X. Jy^ A ^^ 

= 1 I I • • ' Rw. . .dzdy 

— I / I •••Rw— -•.. é/zt/j; 



— 1 I / ...Rw—-... dydx 



t/o:. t/r. 






&> 



dzdjrd: 



.r. 



Ces transformations sont ce qu'on pourrait appeler 
V intégration par parties des expressions définies, en rai- 
son de l'analogie qu'elles ont avec le procédé connu sous 
ce nom dans la théorie des intégrales simples, procédé 
qui n'est au fond qu'un cas très-particulier des transfor- 
mations dont il vient d'être question. 

21. Nous croyons utile, en terminant cette leçon, de 
réunir dans un même tableau les formules de réduction, 
au moyen de l'intégration par parties, de toutes les ex- 
pressions définies qui renferment au plus trois variables 
principales. Pour simplifier, nous dégageons de leurs li- 
mites les signes d'intégration et de substitution toujours 
doubles 5 mais chacun les rétablira sans peine, en se rap- 
pelant que les limites qui doivent aÉFecter un quelconque 
de ces signes sont celles de la variable qui lui correspond 
dans l'ordre des lettres, c'est-à-dire de la première va- 
riable pour le premier signe, de la seconde variable pour 
le second, etc. 
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(d). Expression définie relativ^e à la variable y : 
(e). Expressions définies relatit^es aux variables jr, z: 

(f). Expression définie relative à la variable z : 



4o 
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Définition de la variation d'une fonction. — Variation d^une fonction 
composée. — Variation d'une intégrale multiple. ~ Transformation de 
la Tariation d'une intégrale multiple. — Formule de M. Ostrogradsky. 
— Variation d'une expression définie quelconque. 



22. Dans le calcul des variations, on considère cer- 
taines fonctions inconnues comme variables de forme, de 
sorte qu'elles puissent passer successivement d'une valeur 
à une autre, sans que les variables a:, y, z, . . . dont elles 
dépendent, changent elles-mêmes de valeur. Il faut 
d'ailleurs que ce passage d'une forme à une autre, qu'on 
pourrait appeler déformation, se fasse d'une manière 
continue, et qu'on puisse, en parlant d'une fonction don- 
née, arriver à i^ne autre fonction quelconque. 

Pour réaliser d'une manière nette et précise un sem- 
blable changement de forme , le mieux est d'introduire 
une nouvelle variable indépendante x , que nous appe- 
lons paramètre, afin de la distinguer des variables 
a:, y^ <2,« . . , qui conservent le nom de variables piinci- 
pales. On regarde alors la fonction proposée u qui doit 
changer de forme, comme une valeur particulière d'une 
fonction plus générale U", laquelle, en plus des variables 
principales a:, y, -z, . . . , renferme le paramètre indéter- 
miné z, de sorte qu'elle se réduise à u pour une certaine 
valeur Xo de x , et qu'elle puisse en outre représenter une 
infinité d'autres fonctions de x, y, z, . . . , suivant les diffé- 
rentes valeurs qu'on attribue successivement au paramè- 
tre X. Considérée dans toute sa généralité, cette fonction 
peut donc être diiïérentiée par rapport à x ^.et les valeurs 
que prennent, lorsqu'on y fait x = Xo, les dérivées par- 



J 



dV iPV â'V 

servent à caractériser le changement continu de forme de 
la fonction u; nous les appellerons variations de u du 
premier, du second, du troisième ordre, etc., ou sim- 
plement première, seconde, troisième, etc., variation 
de u, e Tement par 



ordre de la fonction 
;end pour x ^ Xo la 

itioD du second ordre 



des autres. Ces variations doivent être regardées comme 
de nouvelles fonctions , entièrement arbitraires, des va- 
riables X, y, ^, • . ■ , toutes les fois que le changement de 
forme de la fonction u n'est assujetti, par la nature du 
problème, à aucune restriction particulière. En effet, on 
peut toujours assigner à U une forme telle, que ses dé- 
rivées partielles relatives à a , jusqu'à un ordre quelcon- 
que n, prennent pour z =^ x» telles valeurs qu'on voudra. 
Il su^pour cela de définir U par l'équation suivante : 



I.3.. 



-H(^,jr,z,...) + F{^,X,r,^,...)], 



dans laquelle F(x, :<;, ^, .z, . . .) est choisie de manière 
à s'évanouir pour x = x«, et ^, ^,.. .,t|i sont des fonctions 
quelconques. Nous admettons toutefois que ces dernières 
fonctions^ et par suite les variations de u des différents 
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ordres, restent iitiies et continues entre les limites des 
variables que l'on considère. 

23. La fonction u venant à changer de forme, ses dé- 
rivées prises par rapport aux variables x, ^, z,... de- 
viennent de nouvelles fonctions, susceptibles à leur tour 
de cha avec les 

valenri les déri- 

vées Cl !e tJ. On 

trouve nque de 

u, en rrespon- 

danle i le toutes 

elles, itiatioDS 



succès; 










on 


peut 


intervi 










adiquées 


par les 
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exemple, 
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dxPdf^dz'. . . dxfdy^dg . . . 
24. Considérons maintenant une fonction composée V 
qui renferme, d'une manière connue, plusieurs fonctions 
u, f, iv,..., avec leurs dérivées successives , el conce- 
vons que ces dernières fonctions contiennent toutes un 
même paramètre arbitraire x , de manière qu'elles chan- 
gent de forme lorsque ce paramètre change de valeur. 
Cela posé, V contiendra implicitement ce même para- 
mètre K, ou sera fonction de x, et l'on trouvera sa varia- 
tion en prenant sa dérivée partielle par rapport à x , 
d'après la rè^le ordinaire de la différeniiation des 
fonctions composées et faisant ensuite k ^ k«, ce qui re- 
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vient à remplacer les dérivées -— i — -i- • • par les varia- 
* ax ax ^ 

lions du, di^y ' Supposons, pour fixer les idées, que V 

contienne seulement deux variables principales x^y, et 

deux fonctions tt , »^ de ces variables a^ec leurs dérivées 

successives; désignons respectivement par L, M, N, P, Q, 

R, S, T, . . . , N', F, Q', R', S', T, les dérivées partielles 

n ^r 1 • < du du d^u fi^u ' d^u do 

de V relatives a or, j, «,-,-,_, ^^, —,..., ^, 

dp d^v d}v d^p 

d~^ ^' éérd ' ^' * " ' ^^ manière que sa différentielle 
totale soit 



i^T , « ,^« ^ ,du ^ ,d^u „ . d^u _ ,ePu 
-h Nrftt H- Pc? -- -h Qd^ 4- Rci^— -h Se/-— j- -H T/f -T- H- . .. 

ao: dy dx^ dxdy dy^ 

4- N'^ -h P'rf ■— 4- Q V-j- 4- R'</-r-, -+- ^à—— 4- TW— - 4- • • . 

ox dy dx^ dxdy dy^ 

la variation de V du premier ordre sera évidemment 

„- ^^du ^^du ^ ^d'u ^^ d}u ^^d^u 

N^a4- P^3-4- Q^3-4- R^-T-;-^ S^ -^-3- 4- T^-— 4- . .. 
dx dy dx^ dxdy dy^ 

^,-^ ^,^dv ^,,^dv ^.^d^f «,^ d*v ^.^d^i' 

4-IN'fÎP4-P'^3-4-Q'«ÎT-4-R'«Î3-,4-S'^3-3-4-T'fî^,4- ... 

dx dy dx* dxdy dy* 

ou bien , en transposant les signes det â, 

«^^« ^^<Î" «^^« O <^'<î" r,,^'^" 

N^«-hP--r-4-Q -j HR-T-7-4-S--— -4-T— ^4-... 

«jT dy dx* dxdy dy* 

^,d^^ ^,^^^' «,^'^^' r.i ^^^ r^,^'^^ 

4-N'd> 4- P' ^5-4- Q' ~7- 4- R' -3-r + S' -— - -+- T' — --- 4-... 
fl.r dy dx^ dxdy dy* 
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En prenant les dérivées successives, ou trouverait sans 
diflicu][é les variations des ordres supérieurs ; il est donc 
JDUtïle de s'y arrêter. 

25. Considérons encore l'intégrale définie 



rrr 



dans laquelle les limites de chacune des variables 
X,y, z,. . . sont des fonctions des variables qui la pré- 
cèdent, dans laquelle, en outre, ces limites, ainsi que les 
fonctions inconnues u, f, w,.. ., reufermées dans l'ex- 
pression V, se déforment avec les valeurs du paramètre k, 
en donnant naissance auï variations 

Sx,, Sx,, Sj,, Sy,, Si,, èz„,... Su, Sv, Stv, 

L'intégrale proposée étant elle-même fonction de ce pa- 
ramètre, pour obtenir sa variation, ou dérivée par rap- 
port à -ic, il suffira de remplacer dans la formule (8), 
p. 21, les dérivées relatives à k par des variations cor- 
respondantes. Pour abréger, et par une convention ana- 
logue à celle du n" 7, nous ferons usage, en les faisant 
précéder d'un signe de substitution, des symboles 

Sx, Sy, Sz,..., St, 

qui en eux-mêmes ne signiBent rien, puisque les varia- 
bles principales X, y, z,. . ., t sont indépendantes de v-, 
pour désigner les variations des limites inférieures ou 
supérieures des variables de même nom ; en d'autres ter- 
mes, dx^ dy-, âz,. . ., sont des fonctions quelconques, la 
première de x, la seconde de a-, y, la troisième de 
X, y, z, elc, assujetties à la seule condition que leurs 
valeurs limites coïncident avec les variations des limites 
des variables principales. Cette convention ou définition 



admise, on aora 

/ 'sx=Sx,, j 's^ 

et aussi, par exemj 

/ ' / \sx.dj = 

en faisant remarqi 
symbolique âx, c 

— ) est suffisammi 
dx 

tion qui précède, ( 

d'autres signes de 

un facteur quelcoi 

Cela posé, la v 

donnée par la fon 

l'a 

26. Celle fora 
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certains cas que l'on rencontre très-souvent dans les ap- 
plications. Supposons d'abord que les valeurs^, ei yt àey 
correspoodauies aux valeurs limites de x deviennent 
égales entre elles, de sorte qu'on ait 



/'V,=fV.. /%.=/'>, 



le dernier icrme de la formule sera identiquement oui 
et disparaîtra, parce que, dans le sens des j^i son champ 
est nul. En effet, si l'on fait, pour abréger, 

y. =/ j>. /. =/ ji. 

ce terme prendra (n°6) la forme 

-£.'f'I''- £""■■" ■■""' 

et les deux termes de cette transformée s'évanouissent 
évidemment, parce que dans l'hypothèse de y\ =j\, 
7" =^7°, les deux limiies de la dernière intégration sont 
les mêmes. Ce cas se présente en particulier lorsque l'in- 
tégrale est limitée dans le sens des variables X,y par une 
courbe fermée et continue. L'ordonnée^ étant, eu elîet, 
nécessairement tangente à la courbe dans les deux points 
correspondants aux valeurs extrêmes de l'abscisse x, les 
deux limites j^, et y^ à.ey en ces points sont identiques et 
se confondent. 

De même, si les valeurs de z^ et z^ deviennent égales 
entre elles pour/^y, etj-^y,, l'avant-dernier terme 
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de la formule ( i) se réduira à zéro, parce que, en vertu 
des égalités 

son champ est nul dans le sens de z. C'est ce qui a lieu 
lorsque l'intégrale est limitée dans l'espace, ou suivant 
les trois variables x^ j^ z, par une surface continue. Car 
de même que l'ordonnée y devient tangente à la courbe 
limite, comprise dans le plan xy^ aux points déterminés 
par les valeurs extrêmes de x, l'ordonnée z devient tan- 
gente à la surface aux points qui correspondent aux va- 
leurs limites dej^*, et cette circonstance fait disparaître à 
la fois les deux derniers termes de la formule ( i ). 

Enfin, si cette condition d'égalité ou de coïncidence 
des deux limites d'une variable, correspondantes aux va- 
leurs extrêmes de la variable qui précède immédiate- 
ment, s'étend à toutes les variables principales x^ y^ 
z^ . . . , 5, ï, c'est-à-dire si l'on a j^j =^^2 pour x •=. x^ et 
x^=^x^\ Zi = z^ pour jr = j, et j = jj , etc., et enfin 
tj = fj pour s =Si et 5 = ^2 , tous les termes, à Texcep- 
tion des deux premiers, disparaîtront de la formule { i ), 
et l'on aura simplement 

I I / ••• I y 'dt.,.dzdydx 
I I I ••• / ^^'dt,..dzdxdx 



rrr...l\s 

Jx^ Jy^ Jz^ '/j 



^. . . dzdydx. 



C'est ce qui arrive en particulier lorsque l'intégrale 
multiple s'étend à toutes les valeurs de x^y z^. . ,^ t qui 



1 
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fait varier simultanément s et f. Pour trouver ce mini- 
mum ou ce maximum, il faut, comme on le sait, diffé- 
reniîer Téqualion L = o relativement auit variables s et f, 

et faire ensuite ~ = o, ce qui entraînera -— = o, équa^ 

tion qui, jointe à la précédente L = o, déterminera les 
valeurs limites Si et 5j en fonctions de a:, j^, z, . , . , r^ 
pourvu qu'on ait d'abord éliminé t entre ces deux équa- 
tions. Or la valeur de i qui vérifie à la fois les deux 
équations 

dL 

est nécessairement une racine double de la première équa- 
tion L = o^ il en résulte que cette équation, qui donne 
dans tous les cas les limites de ^, donne dans ce cas parti- 
culier ou lorsque s atteint ses valeurs extrêmes 5^, jg, 
sous forme de racine double, deux valeurs égales fj = fj, 
ainsi que nous l'avions prévu. 

Soit L'= o, Féquation résultant de l'élimination de t 

entre les équations L = o et — == o, et qui doit fournir 

les limites de s exprimées en fonctions des variables pré- 
cédentes x,yy z^, , .^j\ ces variables restant encore indé- 
terminées et les intégrations suivantes devant s'étendre à 
tous les systèmes de valeurs qu'on peut leur assigner sans 
que les limites de 5, tirées de l'équation L'== o, cessent 
d'être réelles. Comme 5i, s^ ne peuvent pas passer du réel 
à l'imaginaire sans devenir égales entre elles, on en con- 
clura que Sx deviendra égale à 5, chdque fois que l'une 
quelconque des variables précédentes atteindra sa valeur 
limite. Cette conclusion sera du reste vérifiée en tant qu'il 
s'agit des valeurs extrêmes de r par les considérations sui- 
vantes. 

3^ Les limites r^ et r^ de /', variable de la troisième in- 

IV. 4 
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doit subir aucune déformation, les limites des variables 
ne devront plus contenir k, leurs variations seront né- 
cessairement nulles, et la formule (i) se réduira à son 
premier terme 

/»^> /»/» /»^« /»/, 

= 1 I I •• I Sy'di...dzdy€ix\ 

Jjù^ Jy^ Jz^ Jt^ 

27. Les variations des intégrales multiples doivent 
subir quelquefois des transformations qu'il importe d'in- 
diquer. Lorsque V renferme la dérivée d'une fonction 
inconnue m, sa variation JV renferme, comme on l'a vu 
(n^'âi), la dérivée de la variation du relative aux mêmes 
variables; il. pourra donc arriver que, dans le développe- 
ment de la variation d'une intégrale, du soit différentiée 
par rapport à une ou plusieurs variables d'intégration. 
Nous allons montrer comment, par une suite d'intégra- 
tions par parties, on peut faire cesser cette anomalie, et 
arriver à des formules dont on puisse se servir immédia- 
tement dans les applications du calcul des variations. 

Soit 

^/-l-m-f-nH-. . .^ 

dx^dy^dz^ . . . 

une dérivée de u contenue dans l'expression V, cette dé- 
rivée amènera dans la variation de V le terme 

dy rf'+'«+«+---,îtt 

d^ dx^dy^d^. . . 

et dans la variation de l'intégrale multiple (i), p. 45? 
le terme 

dans lequel la (yrivée de ^ « est prise par rapport à des 

4. 
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variables dMniégraiion. Pour le transformer, posons 
d'abord 

rfô dx^-' dy^ dz" , . . 

il deviendra 

çx^ py, Ç.Z, ^^ 

i. j, i, ••■^^••"^^'^' 

En a{)plîquant le procédé d'intégration par parties, 
exposé n° 19, on développera cette intégrale en une suite 
de termes dans lesquels tes dérivées de o) ne seront plus 
prises par rapport à des variables d'intégration. Lorsque 
dans ces termes on remettra pour o) sa valeur, toutes les 
dérivées de iu prises par rapport à x^ et qui devront su- 
bir une intégration relative à cette variable, seront au 
plus de l'ordre / — i, tandis que les dérivées de in rela- 
tives à j", z, . . . , sur lesquelles porteront des intégrations 
relatives à ces mêmes variables, seront au plus des ordres 
m, n, . • . . Une seconde transformation semblable abais- 
sera à Fordre / — 2 les dérivées de du prises et intégrées 
par rapport à x, sans élever les ordres m, /i, . . . , des dé- 
rivées prises et intégrées relativement à y, -z,. . . . En 
procédant ainsi pas à pas, en faisant pour les autres varia- 
bles de dérivation à la fois et d'intégration ce que Ton a 
fait pour a:, en étendant aux dérivées des autres varia- 
tions J^», J11', . . ., les réductions que l'on a fait subir 
aux dérivées de Su^ on arrivera enfin à l'expression ré- 
duite et définitive de la variation de l'intégrale proposée, 

28. Il suffira d'un exemple pour montrer l'application 
de ces principes. Prenons l'intégrale triple 



fffR 

*/jr, t/r, t/r, 



d^^u 

dzdydxj 



dxdydz 
et proposons -nous de la transformer de manière que iu 
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ne soit plus différentiée et intégrée par rapport à la même 
variable. En appliquant les formules du n^ 21, et efiec- 
tuant d'abord la réduction relative à j?, on trouve 

i. i, i. "2^-'^^'^ 

=i,i.i,»*s'^^ 






-nx^^'"^'^ 



Dans tous les termes, à l'exception du second, les dé- 
rivées de du sont encore prises et intégrées relativement 
kjTj mais une nouvelle transformation donne 






dz 



/•/■ 












^R dKdz\ciz^ dH ïdSii 

ijr dz djr j d.x dxdy j dz 



r'l\dz di d'Su 
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substituant ces valeurs et appliquant de nouveau Tinté- 
gration par parties aux termes qui contiennent encore 
(les dérivées de du prises et intégrées relativement à z, 
on trouve définitivement 






,dz 



*r. If, 



/dK 



dz d$u 



f I (^'^«H-R^-^)^r 



dx dz 



f 



■ ai 



- rr 

Jx. Jy, 



dzdx 



fdVidz dKdz dKdz dz ^ dH\dSu 
\dx djr djr dx dz dx dy dxdy j dz 



f**^i é^^i l'*^t rZ-^R 
djrdydz 



-j II 



_ dz dz d'^êuj 
R [ 

dxdy dz^ ) 
§ u.dzdydx. 



dydr 
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On ne devra pas oublier que les dérivées 



sont des noialions purement symboliques qui repr 
tent, soit 



rfj-, rfi, dz, d'i , 
dx dx dy dxdy 

selon le signe de substitution qui les allecte. 

â9. La variation d'une intégrale multiple, (i) p 
prend une forme plus simple, lorsqu'on fait usage de 
taines fonctions arbitraires Dx, Dy, Dx,. . ., Di 
nous déBnissons de la manière suivante: Dx est 
fonction de x qui se réduit à Sx, pour x ^ x,, et t 
pour X = X,; D^ est une fonction de x, y, qui de 



J)z est de môme une fonction de X, j, z, qui pour z 
se réduit à 3zi-v- ~ Dx ■+- ~ Dj', et pour z = 



lions près, les fonctions Dx, D/, Dz,. . ., sont ent 
ment arbitraires (*). De la définition même de ces i 



lettre D. 
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signes d'iiiiégratioa, ensuivant U marche que nous allons 
iodiquer. On a d'abord généralement 



(•"<■" 



'€£. 



..■C£iJ...*, 

dx 

dr 



on aura donc, en substituant, 



"(""") ... 






VAKUTIOns. 






Le signe de substi ; pour faire 

disparaître de m& relatif à j, 



multiplions les de 



< 



par dydXf et intégrons par rapport à j^ et x, entre les 
limites j^,,^,, et Xt, x,; il viendra 

fit ■ ■V'ïr- ■<'^''* 



Celle valeur substituée dans la variation de l'inlégrale lui 
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fait prendre la forme 



f r- r- r- 

•/•«^, t/r. t/5, 



. . . V . . . dzdydx 



z»-^. /»^, r^. f d(y\yx) rf(VDr)\ , , , 






qui ne renferme plus de substitution relative à y. Une 
troisième transformation tout à fait semblable fera dispa- 
raître de même le signe de substitution relatif à z; et cii 
proc^ant ainsi on obtiendra définitivement 

(2) ^1 I / ' '^ -' dzdydx := 

Jx, Jy, Je, 









formule trouvée d'abord par M. Ostrogradsky (*). 
Quoique elle présente sous une forme très-simple et très- 
symétrique la variation complète d'une intégrale mul- 
tiple, cette formule a Tinconvénient de renfermer les 
dérivées de plusieurs variations prises par rapport aux 
variables d'intégration. Avant de l'appliquer, il faudrait 
donc faire cesser cet inconvénient à l'aide de Tintégra- 



(*) Dans les Comptes rendus de V Académie des Sciences, Paris, 1860, t. L, 
p. 85, M . Lindelœf » donné de cette même formule une démonstration directe 
et très-simple, fondée sur un changement de variables indépendantes, 
mais qui par cela même ne convient qu'au cas particulier où le champ 
de l'intégrale est limité d'une manière continue dans le sens de toutes les 
variables. 
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tîon par parties (n° 18) ; or si Ton commençait par ré- 
duire les dérivées de ... , D^ , Dy, Do:, ce serait précisé- 
ment suivre une marche inverse de celle qui vient de 
conduire à la formule (2), et revenir à Féquation (i) 
d'où l'on est parti. Celle-ci , par conséquent, est plus di- 
rectement applicable, et c'est la seule dont nous ferons 
usage désormais. % 

30. La variation d'une expression définie quelconque 
S s'obtient exactement de la même manière que celle 
d'une intégrale définie. Appliquant la règle du n** 14, on 
prendra d'abord la dérivée de S par rapport à x, en sup- 
posant ce paramètre contenu dans toutes les fonctions va- 
riables de forme, et on donnera au paramètre x la valeur 
particulière x^, ce qui revient à remplacer les dérivées 
relatives à x par des variations correspondantes. On aura, 
par exemple, en comprenant toujours les valeurs limites 
des variables parmi les fonctions qui changent de forme 
avec X, 



'x. Ix. 



s\ 



— 

dx 



Bx 






d\ 
dy 



) 



Br\dx 



1 / l Sdzdx= I / I 

' / / 



dV 

^V-h— By]dzdx 



VU^ H- 



1'^) 



dx 



-H 



/ / i yèx.dz, 
Ix^ (r, «^'^ 
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Qaand on aura décomposé les signes de subslitution 
double en signes de subslitution simple , on donnera aux 
variations symboliques Jx, cîy, âz leurs significations 
réelles Jxi, âji^ J^i, ou Jxj, ây^, dz^^ conformément aux 
conventions admises. La seconde formule, par exemple, 
ainsi développée devient 






4- 






Nous n'avons pas besoin d'ajouter que la variation 
d^uue expression définie quelconque se prêtera à toutes 
les réductions que nous avons fait subir aux variations 
des intégrales définies, et que ces réductions s'eficctueront 
dans tous les cas suivant la règle déjà formulée (n^ 27). 

31 . On trouvera de même les variations seconde, troi- 
sième, etc., d'une intégrale ou plus généralement d'une 
expression définie quelconque, en la difierentiant plu- 
sieurs fois de suite par rapport au paramètre x, comme 
on Ta indiqué dans la deuxième leçon, et Ton amènera 
les variations obtenues à la forme qu'exige leur applica^ 
tion immédiate, par le procédé suffisamment expliqué de 
l'intégration par parties. 

Mais il est temps de montrer par quelques exemples, 
choisis parmi ceux qui se présentent le plus souvent, 
comment on procédera dans chaque cas particulier à 
l'application des principes généraux que nous avons 
posés et des règles que nous avons énoncées. 
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QUATRIÈME LEÇON. 

Variation d'uni; intégrale etmple, double, Iriple. — Conditions d'inléEra- 
bilité des eipressions diirérei](ielle& à une, deui, trois Tirinblm in 
dépendantes. 



32. Problème I. — Troufer la variation de f intégrale 
définie simple 

dans laquelle 

V^/f.r, j-, y\ y",.-.x('i), 

y étant une /onction de x à forme variable, et y', y",..., 
ses dérivées successives. 

En venu de la formule (i), p. 4^1 o» a d'abord 



SS 



= f 'sv.dx + l ' 



Déàgaons par P, P, . P» , . , . , P„ les dérivées partielles 
deV relatives ày,y',y" ,. . . , y*"', en sorte que 



'■^'ITr' -■ = 5F'' "• = *-■■ 


• -■=*r 


nous aurons {n° ^'i ) 




„^P,,.+P,l££^P,!y£ + . 


■-■^ 
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et par suite, en substituant, 

expression qu'il s'agit de transformer de telle sorte que 
les dérivées de dy ne soient plus affectées d'intégration. 
En appliquant le procédé de l'intégration par parties 
(n^' 19, 27), on trouve : 
Par une seule réduction 

par deux réductions successives 

etc ; et enfin par n réductions successives 

L " dx., / \ " dx^-^ dx dx"-^ 

"*" dx^ dx"-' ^" dx"-' V 



t/x. 



^ Sy.dx. 



Si Ton substitue ces valeurs et que l'on fasse, pour abréger, 

^ ^ dx dx^ dx' ^ dx'^ 



dV f/"— ' P 



/"/.r e/jr" • 



(p»)==p,., 
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les unes au moyen des autres. Si Ton prend, en effet, la 
variation des expressions définies 

/^. i^t /^i /*» 1^1 /^« 
>, / r. / /, / y. j fi I /', , 

on trouve (n° 30) 



(^) 






En appelant, pour simplifier, |, y?, yj', yj''. . . . les valeurs 
de x^y^j\ y" ^ . . . qui correspondent à Tune des limites 
de l'intégrale, ou à l'une des extrémités de la courbe 
plane dontar, y sont les coordonnées, on pourra rempla- 
cer ces deux systèmes d'équations par le système uniqiœ 



dans lequel le signe / indique la substitution simple 
de la limite de x que l'on considère. Il en résulte, en 

transposant et ayant égard aux identités èy' = —^-^ 

IV. 5 
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d'Sj 



dx 



w* 



dSy 



(3) 



/ 

dx" ~~ 






Ces relations font voir que dans le cas où la valeur limite 
I de a: est invariable, de sorte que cJ^ == o, les valeurs 

limites correspondantes de $^ — - ^ —tt ' • • • • coïncident 

avec les variations des valeurs limites y?, ri ^ rl\ . . . , de 
y^ y\ y\. . . . Donc, si ces dernières variations étaient 
nulles en même temps que J|, pour les deux limites 
de l'intégrale, c'est-à-dire si les valeurs extrêmes de 
x^jr^ y\ y"^ . . . j/^"""*^ ne devaient point varier ou chan- 
ger de forme, les valeurs limites de dr. —t^v? 

seraient également nulles, et la variation de Tintégrale (2) 
se réduirait à son premier terme 



^S 






(V)§y.d;r.. 



34?. Si ydx était une différentielle exacte, ou, en 
d'autres termes, si V contenait la variable x et les fonc- 
tions j^, y', y"j. . . , j^"^ de telle manière qu'on put ob- 
tenir l'intégrale fWdx^ indépendanunent de toute forme 
particulière assignée à la fonction j^, cette intégrale serait 
elle-même une fonction déterminée de x, y^ y ^ y"t"-< 
jrCn-i). prise entre leslimitesjrj,a:j, elle ne dépendrait donc 
que de ces mêmes limites et des valeurs correspondantes 
^^yt y'-i y"'> • • • > J^^""*^ ^^ ^''^ resterait constante quand 
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même on ferait varier arbitrairement la forme de la fotic- 
liony, pourvu que les valeurs limites de ^^J^y^y^ . . . , 
j{n-i) restassent invariables^ sa variation serait donc 
nulle, quelle que fût la variation dj.Or^ dans le cas où les 
valeurs limites de x, y, J ,y^ . . . , j^""*^^ ne varient point, 
on a vu que la variation de l'intëgrale se réduit au seul 
terme 



t/x. 



(P)$X.dx; 



ce terme devrait donc s'évanouir quel que fut ây^ ce qui 
évidemment est impossible, à moins qu'on n'ait identi" 
quement (P) = o. Réciproquement, si cette condition est 
remplie, la variation de l'intégrale ne dépendra que des 
variations des valeurs limites de x, j^, j^, . . . » j^^'*~*^ , l'in- 
tégrale définie sera donc elle-même une fonction déter- 
minée de ces limites, c'est-à-dire que l'expression \dx 
pourra s'intégrer immédiatement, quelle que soit la fonc- 
tion j. Pour que \dx soit une différentielle exacte, il 
faut donc et il suffit que l'équation (P) = o, ou 

P ; 1 ; . . .ir: -; =:: O, 

dx dx^ dx^ 

soit identique, quelque forme qu'on assigne à la fonc- 
tion y. 

Le calcul des variations conduit ainsi très-simplement 
à la condition d'intégrabilité connue d'une expression dif- 
férentielle VJx. 

35. Dans toutes les applications du calcul des varia- 
tions aux intégrales simples, c'est toujours l'expression 

rfP. d^V 

(p)=p- ' • -^ " 



• • • 



dx dx^^ 

qui joue le rôle principal 5 il imporle donc de l'étudier de 



5. 



I 
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plus près. Elle renferme, en général, les dérivées succes- 
sives de j jusqu'à Tordre a/i, puisque V et ses déri- 
vées partielles P, Pi, Pj, . . • , P„ sont des fonctions de 
x^ y^ y'^y\» " . , J^^"^» Dans un seul cas cependant elle 
n'atteindra pas Tordre aw; c'est lorsque V, étant li- 
néaire par rapport à y^"\ prendra la forme 

V=Aj('')-hB, 

A et B étant des fonctions de x^jr^ ^'v » JK^"""*^* Dans ce 
cas, en effet, la dérivée partielle P„ = A ne contenant plus 

j^^"^, sa dérivée n'*"*'-^~ 7 et par suite l'expression (P) ne 

saurait plus contenirj^^'^^On démontre même facilement 
qu'alors Tordre des dérivées de j^ dans cette dernière ex- 
pression n'excédera pas an — 2 ou que (P) ne renfermera 
pas la dérivée j^^*"""*^ Cette dérivée ne pourrait, en effet, 
figurer que dans les deux derniers termes de (P) ou dans 
la différence 



dx"*-' 



dx^ 



Or, si Ton différentie n — i fois de suite par rapport à x 
la quantité P„.i, fonction explicite de x^y^ j'v > y"^ le 
seul terme du résultat qui puisse contenir la dérivée 
y{%n-\)^ sera évidemment 

de même, si Ton différentie n fois de suite la quantité P„, 
fonction explicite de x, j^y\, . , ^ J^""'*^ '^ seul terme 






dy 



contiendra j^'"""*. Ainsi le coefficient de celte dérivée 



h^. 
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dans rexpression (P) sera, au signe près, 

différence qui disparait en vertu de l'identité 

Donc, toutes les fois que V est une fonction linéaire par 
rapport à J■^"^ l'expression (P) est au plus de l'ordre 
^n—^2 relativement aux dérivées de y. Cette disparition 
des termes en j^^'"^ etj^^'"""*^ est d'ailleurs évidemment 
une des conditions qui doivent être remplies pour que (P) 
soit identiquement nul, c'est-à-dire pour que Ydx soit 
une différentielle exacte. 

36 . Problème II . — Tromper la variation de Fin tégrale 

\ \dx , 
dans laquelle 

y et z étant des fonctions de x à formes variables ^ et 
y' f j" f ' ' ' > ^'t ^" 'i' ' ' y ^^wr5 dérivées successives . 

Désignons respectivement par P, Pi, Pa, . . . , P,„, les 
dérivées partielles de V relatives à /, j/, 7'', . . . , 7^"*^ et 
par Q , Qi , Qs ^ • • • > Q,nj les dérivées partielles de V re- 
latives à 2, z', z"^, . . , 2^"^, en sorte que 

^'V ^ dS ^ d\ ^ d\ 



dz' ^'~dz'' ^'-^dz"' ' ^'^-./.('O' 



«MÉWMa^MMHBa^^MMlMHlHaHHHMIl 
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nous aurons 
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d§f 



^V=Paj- + P,— ^-4-P, 



Q^zH-Q. 



dx 

dSz 
djc 



d'$X 
dx" 

d'Sz 



dx' 



4-. . . -h 



P« 



Q« 



d'^$y 
dx^ 

d^^z 
1^' 



et par suite 



^S 



<\ 



V§y 



P. -7^ 4- . . . 



Q^z4-Q, 



dx 

dSz 
dx 



dx^ 



I VSx. 



En intégrant par parties jusqu'à ce que toutes les dérivées 
de dy et de Jz soient débarrassées du signe d'intégration, 
et faisant, pour abréger, 









^o: 



daf^^' 



(P-) 

(Q) 



= Q- 



(Q,) = Q,- 



m 



rfQ 






dx' 



d"~'0 






(Q«) = Q... 
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on obtient finalement 

I |(P)^r-H(Q)5zj^a: 

X 

1 

-Hfj(P.Hr-(PO^-H...^(P-)^^t 



(4) 



dx • ' dx"-' j 



/ \sa:,-j 



37. Si l'on appelle Ç, », yj', y}", • • • • ^, ^i Ç'', • • . , les 
valeurs de x^jr^ y^y\ . . . , z^ z\ z^\. , ., qui correspon- 
dent à Tune des limites de l'intégrale, ou à Tune des 
extrémités de la courbe dans Tespace dont x, j^, z repré- 
sentent lés coordonnées, on trouvera, comme dans le cas 
précédent, en prenant les variations des expressions 

Ix^ ly't ly"'^ ' • • ^ /^' /^'' /^ '' • • • ' ^^ transposant. 



le signe / indiquant la substitution simple de la limite 
de X que l'on considère. On en conclura que si les li.- 
mites j^i, Xs, ainsi que les valeurs correspondantes de 

y, y, y, . . . , J^'"~*\ ^, ^', 2^5 . • . 5 z^"-*^ ne doivent point 
varier, non-seulement les variations àx^y dxt, mais de 

plus les valeurs limites de Jr, -3^ 5 • • • ; — ; -? îÎz, 

' a.r air"*""' 



vdAl 



V> 
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~r~' • * • ' \f ,-, > sont nulles, que par suite tous Jes ter» 

mes affectés de substitution disparaissent et que la varia- 
tion de Tintégrale se réduit à 



^S 



=ri' 



P)^f-h{Q)Sz\dx 



38. Lorsque Ydx est une différentielle exacte, de 
sorte que l'intégration puisse s'effectuer indépendamment 
(le toutes formes particulières attribuées aux fonctions 



J^ z, l'intégrale défi 



îfinie I 

t/JC^ 



\dx est elle-même une fonc- 



tion déterminée des valeurs limites de jc, y, j', . • . 5 J^^'"~*^ 
z^ z\. . . , z^"~*^ ; si en outre ces valeurs limites restent 
invariables, l'intégrale est nécessairement constante et sa 
variation nulle, quels que soient d'ailleurs les change- 
ments de forme dey et de z, ou les variations ôy^ dz] ce 
qui ne peut avoir lieu évidemment qu'autant que Fou 
ait identiquement 

(P) = o, (Q) = o. 

Telles sont donc, dans le cas actuel, les conditions d'inté- 
grabilité de l'expression différentielle V^x. 

39. Problème III. — Soit z une Jonction dex^ jr^ à 
forme variable^ et p, 9, r\ s y t ses dérivées partielles 
du premier et du second ordre; soit de plus 

V=/(.r, r, z, p, 7, r, s, /), 

et cherchons la variation de r intégrale double 



o\ 



V 



= j f Vdjdx, 



les limites èlanl censées variables. 



t 
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Désignons respectivement par N, P, Q, R, S, T les 
dérivées partielles de V relatives à r, p, q^ r, 5, f , en sorte 
que l'on ait 

^^ ^V ^ ^V ^ d\ ^ d\ ^ r/v dV 

^z d'/? dq dr ds dt 

la variation de V sera (n**24) 

__ dSz dSz^ R^!^ s^lË tÎ^ 

et celle de U (n° 25) 



™=X."X'(''"""'^"' 



afj 



dx^ ' dxdjr dy"^ ) 



I / ydy.dx-\-\ I \S.v,df, 



expression qu'il s'agit de transformer, en recourant à l'in- 
tégration par parties, de telle sorte que la variation dz ne 
soit plus différentiée par rapport aux variables d'inté- 
gration (n^27). Cette transformation se fait immédiate- 
ment pour les deux termes qui contiennent les dérivées 
de (}z du premier ordre, car on a 



-ff 



' -^..^^. 



rx''^-**= (!''"= "' 



,% A\ ,-» 1 



/ I '-^Jz.dfdx. 



^'j\ *^y, 
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Chacuii d« trois termes qui conlienneut les dérivées du 
second ordre de la variation Jz, exige, au contraire, deux 
séries d'opéralions. Pour celui, par exemple, qui contient 

~, — » on a d'abord 



puis, en appliquant de derniers ternies 

l'intégration par partie , 



-XT>s 



dx dx. dy dx'j 
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et par suite, en substituant. 

On trouverai de même successivement 

r- r\ d^sz ^ ^ n r^ d's . ^ ^ 



cA-, t. U-* '' ^-^ 



dy 



dx 



/r. ci. <r 



air 



r'^'fVrfT, ^dSz\^ 

Substituant enfin aux divers termes de la variation ^U 
les valeurs transformées fournies par les développements 



J 
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qui précèdent, on aura définitiveaient 



I 



(6) 






tJûC. 



-i-— — \ozMfax 



dx dx^ 



dxdy dy 

dKdx 
dx dx 



'^t 



dKdr' dS dT\ ^ ^ 
dy dx^ dx dy J 

dx I dy 



dSz 

7/7 



a: 

/ Vêf.Hx-hl I 



40. Arrêtons-nous quelques instants à celte formule 
pour mieux discerner la nature et la portée de ses différents 
termes. Si x, y^ z représentent les coordonnées recti- 
lignes d'un point dans Fespace, l'équation ^ = j^j déter- 
minera une certaine courbe AC {fig* i), située dans le plan 



Fig. I 




ji, 



X\ 



y. 



xy\ y ™ } 2 sera l'équation d'une seconde courbe BD; de 
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même les équations x = Xt ai x = x^ représentent deux 
droites AB et CD parallèles à l'axe des j", et la surface 
ABDC comprise entre ces quatre lignes est précisément 
le champ de l'intégrale double. Cela posé, pour obtenir 
une expression de la forme 



n 



Zdxy 



qui se décompose en 






Z étant une fonction quelconque de x et y, il faut faire 
tour à tour dans cette fonction j^ =jri9 /==/iî ^^ inté- 
grer Zdx^ après la substitution, entre les limites Xi et Xt -, 
ce qui revient de fait à intégrer Zdx le long des deux 
courbes BD et AC et à prendre la difierence des deux 
résultats. 

De même pour calculer l'expression 

/ / Zrfj, 
égale à 

i, ^"-1 i '*• 

il faudra intégrer Zdy le long des deux droites CD, AB 
et prendre la différence des résultats. En£n , toute ex- 
pression de la forme 

.,1,^=/ / '-/ / ^-/ / ^*/ / ^ 

est la somme ou la différence des valeurs de la fonction Z 
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7^ 



dantes à ces limites ne yarient pas ou ne changent pas de 

forme, la variation $z et ses dérivées -7-5 -7— seront 

ax dy 

nulles le long du contour ABDC , et que par suite la va- 
riation de l'intégrale se réduira à son premier terme 






4- 



rf^T 



dx^ dxdy dy 



Sz . dydx. 



41. On déduit facilement de ce qui précède la condi- 
tion d'intégrabilité d'une expression différentielle ydydx 
à deux variables indépendantes. En effet, s'il était pos- 
sible d'intégrer cette expression une première fois sans 
donner à z aucune forme particulière, ou de réduire 
l'intégrale définie double 



I I Wdydœ 

^1 *^yt 



à une intégrale simple prise le long du contour limite 
ABDC, U ne dépendrait plus de la forme générale de z, 
mais seulement des valeurs que z, p, ^ prennent sur ce 
contour. Donc, si les limites de a;, j^ et les valeurs corres- 
pondantes àez^p^qne devaient pas subir de déformation, 
l'intégrale U serait constante et sa variation nulle, quel 
que fût d'ailleurs d z» Mais dans ce cas la variation de l'in- 
tégrale se réduit, comme on l'a vu, à son premier terme, et 
celui-ci ne peut être nul, quel que soit àz^ à moins que 
l'on n'ait identiquement, et pour toutes les formes de 5, 



a = N 



d^ 

dx 



dQ 



d'K 
dx" 



d^S 



d^T 



dxdjr dy^ 



= 0; 



telle est donc la condition d'intégrabilité cherchée. 
Pour que l'équation îl = o ait lieu quelle que soit la 
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forme de z, il est d'abord nécessaire que les coefficients 
des dérivées de z du quatrième ordre, dérivées qui entrent 
évidemment sous forme linéaire dans le seul trinôme 

^»R rf'S dn 



dx^ dxdy dy^ 

disparaissent séparément. Or en développant -r-y» , , i 

d^T 

-— ■) et n'écrivant que les termes qui contiennent les déri- 
vées de z du quatrième ordre, on a 

r/»R d^Vd'z d^V d'z d^y d'z 



dx^ dr^ dx^ drds dx^dy drdt dx^dy^ 

d^S d'\ d*z d^V d*z d^\ d'z 



dxdy drds dx*dy ds^ dx^dy* dsdt dxdy^ 

rf»T_ d^y d'z r/»V d'z d^\ d'z 

"dy^ — • * • ^-^ djFdp dsdt dxdy^ dt* dy*' 

ai - j ^*^ d*z 
Aioutant et éf'alant à zéro les coefficients de -—9 ,■ ; ? 
'» ^ dx* dx^dy 

d'z d^z d*z 

9 -: — r-> -T-r» on trouve 



dx^dy^ dxdy^ dy' 

: d'W _ d^_ d'Y d'W _ 

'"^^ j d^\ d'W 

équations aux dérivées partielles qui suffisent pour déter- 
miner V en fonction de r, 5, t. En effet, la seconde et la 

dY 
quatrième exigent que la dérivée — ne dépende ni de r, 

ni de f , ou que des trois quantités r, 5, t, elle ne renferme 
plus que s •, par suite on peut poser 
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imégrantf et ajoutant une fonction arbitraire de r, f, on a 
donc 

La première et la dernière des équations (7) exigent en 

d\ . . dV 

outre que — soit indépendant de r et — indépendant 

de «; c)(r, t) doit donc être une fonctioti Knéaire tant 
par rapport à r que par rapport à t, c'est-à-dire qu'on 
aura 

^(r, r)x=:.Ar^Tf-Br-f-D/-hF. 

Enfin là troisième deS' équatioiiâ ( y) , devenue 

•f'(5)-h2A==0, 

donne par deux intégrations successives 

^ (s) = — A.v2+ iCs -4- G; 
d'où il résulte définitivement 



(8) 



\ = X{rt — .ç^) -H Br -H 2 Cf -H D/ -f- E, 



A, B, C, D, E étant des fonctions de x^y^ z^ p^ q. Telle 
est la forme que V doit avoir par rapport à r, 5, f , pour 
que l'intégrale double U puisse se réduire immédiatement 
à une intégrale simple. Il faut en outre que les coefficients 
A, B, C, D, E satisfassent à certaines relations qu'on trou- 
verait facilement par la condition même que Sï doit s'éva- 
noirir quelle que soit la fonction z et ses dérivées succes- 
sives^ mais nous croyons inutile de les développer ici (*). 
Il nous suffira pour le moment de montrer que la forme (8) 
fait disparaître avec les dérivées de z du quatrième ordre, 
celles aussi du troisième, en sorte que Si ne contienne plus 



(*) Voyez An elementary Treatisc on the calculas qf variations, de 
Jellett, p. 344) où cette niaiière se trouve développée arec plus de détail. 

IV. 6 
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que x\ /, Zy pn Vî '*> ^5 '• Cette fonciioTi, en effet, peut 
se mettre sous la forme 

d idT 



a-. 


= "+s( 


V/R 
^dx 


-f- 


f 
2 


//S 
dj 


Or 


on trouve 











djr \ dy 



,dA dB dC dD 

^ ^ dz dz dz dz 






,,^A dB 

Q = {rt — s^) — -i-r — 



dC 



€lD 



IS 



d/j ' dp 
dC dh 

dq dq 



dE 

'dz 

dE 

Tp 

dE 

dq 



dq ilq 

R=:Af-f-B, S = — 2A^-f-2C, T=:A/-4-D, 

et, en differentîant, 



^ d^z 

dx dxdy"^ 



) 



2. dy dxdy 



(dk dk dk dk 

\dx dz dp dq 

dB dB dB 

dx ' dz dp dq ^ 

d'z /dk dk dk dk 



dB 

''- dr 



.-M:^ + ^^y-^^^ + ^') 



dC 

4--T- + 



dC dC dC 

dp dq 



dy ' dz 

Si Ton fait, pour abréger, 



H — — — 

dx dz 



dC r/D 



dq dp 

dk dk, dC dB 
dy dz dp * dq 



il viendra donc, en omettant les termes d'ordre inférieur 
au second , 



dB, I ^/S 

j 

dx ùL dy 
on trouverait de même 

^T 1 dS 



P=:.. H^ — K^; 



dy 2 dy 



— Q=r ...Kr—Hj; 



4 -T , , , 



VAKïATIONS DES IWTÉGUALES DOUBLES. 83 

-et, par conséquent, les seuls termes deîî qui pourraient 
contenir des dérivées de z du troisième ordre seront 

^(H.-K.)-^|(Kr-H.); 

mais ici ces dérivées disparaissent, parce qu'elles sont af- 
fectées de coefficients égaux et de signes contraires. Il est 
donc bien prouvé que la disparition des dérivées du qua- 
trième ordre entraîne celle des dérivées du troisième, et 
que, dans le cas où V prend la forme (8), Fexpressîon îî 
ne contient plus que les dérivées de z du premier et du 
second ordre. 

42. Considérons maintenant le cas où V étant de la 
forme 

ne renferme plus les dérivées de z du second ordre; en 

conservant les notations des numéros précédents, nous 

aurons 

R = o, S = o, T=o, 

et la variation de l'int^rale {i6) deviendra 



c/r. t/r. 






(9) 









V8z»cij 






1 / \Sy.dx-hj j VSxMj. 
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Si les limites x^ , x, , /j , y^ ne varient pas, les deux 
derniers termes disparaîtront^ il en sera de même du se- 
cond et du troisième terme, si, en outre, les valeurs limites 
de z restent invariables. 
• Le trinôme 

coefficient de dz dans le premier terme^ est généralement 
du second ordre par rapport aux dérivées de z, c'est-à- 
dire qu'il renferme a:, /, z, p^ q^ r, s^t. Pour qu'il cesse 
de renfermer les dérivées du second ordre r, 5, f , il faut 
qu'on ait 



d^y 



d'V 



dp^ dpdq 

d'où Ton tire, en intégrant, 



= o 



d^V 

dq' 



= 



V=A/?-hB^ — C, 

A, B, C étant des fonctions quelconques de x, j^, z. On 
prouverait sans peine que celte forme linéaire de V fait 
disparaître en même temps les dérivées de z du premier 
ordre et que £i devient dans ce cas 



a = 



dx 



dB 

dy 



dC 



Si les coefficients A, B, C étaient tels, qu'on eut identique- 
ment 

dk dh dC_^ 

dx dy dz ' 

n serait nul pour toutes les formes de ^; la variation de 
l'intégrale ne dépendrait plus que des variations des va- 
leurs limites de x^y^ z\ l'intégrale double serait donc 
elle-même une fonction déterminée de ces valeurs limites 
et se réduirait à une intégrale simple. 



Mte 



^^ 
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43. Problème IV. — Soit u une fonction de Xj y^ zà 
forme variable^ et p^ q^ r ses dérivées partielles du pre- 
mier ordre ^ soit de plus 

V=/(x, Xy z, tt, p, q, r), 

et cherchons la variation de P intégrale définie triple 



I / I \dzdydx. 



les limites x^^ x^^ yt, ft^ -Si , Zf poui^ant elles-mêmes 
subir des déformations. 

Désignons respectivement par N, P, Q, R les dérivées 
partielles de V relatives à u, p^ q^ r^ en sorte que 

N— — P — — O — — R — — • 
du dp dq dr^ 

la variation de V sera 

^d^u ^d$u ^ dSu 
^V = N^aH-P— r- -+- Q — 7— -H R -:r- ' 

ax dy dz 

et celle de l'intégrale (n*^ 25) 



'^i *^«i 



tx. Jy. *y z. 



WSx.dzdf. 

'y, •^^i 



Après qu'on a effectué toutes les intégrations par par- 
lies nécessaires pour que cîz ne soit plus diflGerentîée par 
rapport aux variables d'intégration, la variation de Tinté- 
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grale prend la forme définitive 



Jx^ Jy^ Jz^ \ 



dx dy dz 



du . dzdfdjc 



(lo) 



\ 






9u . rZ/v/j; 



^ « . dzdûT 



\ 






dzdy 



\Sz. dydx 



Jx^ Ij^ Jz^ 



Wêf.dzdx 



\dx.dzdf. 



Cette formule donne lieu à des remarques analogues à 
celles que nous avons faites précédemment sur la nature 
et la portée des termes de la variation d'une intégrale 
double. Si x^ j', z désignent les coordonnées rectilignes 
d'un point dans Tespace, le champ de l'intégrale triple 
sera limité : i° en bas et en haut, dans le sens des 2, par 
deux surfaces courbes Ci et Cj déterminées par les équa- 
tions z ==z Zi et z :=z Zf'^ 2^ en avant et en arrière, dans le 
sens des y^ par deux surfaces cylindriques B| et Bt per- 
pendiculaires au plan ^rj'-et ayant pour équationsy = /i 
et j^ = }^2; 3*^ à gauche et à droite, dans le sens des x, par 
deux plans Ai et Aj perpendiculaires à Taxe dés x et dé- 
terminées par les équations x = Xi et x = x^. Cela posé, 
l'intégrale triple qui forme le premier terme de la varia- 
tion âl] s'étendra h toutes les valeurs de a:, ^, z, com- 
prises entre les six surfaces limites Ai, Aj, Bj, Bj, Ci, Cj, 
tandis que les intégrales doubles avec un signe de substi- 
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lutîon qui constituent les autres termes, ne s^ëtendront 
qu'aux valeurs de.x,^, z correspondantes à ces mêmes 
surfaces limites, ou seront prises suivant les aires de ces 
surfaces, jyy suivant Cl et Cj, ///suivant Bi etBa, ///"sui- 
vant A, et Aj. 

On voit donc que la variation complète de l'intégrale U 
contient trois espèces de termes de nature dififérente : 
i^ une intégrale triple qui dépend de la forme attribuée à 
la fonction arbitraire du\ i^ différents termes qui ne 
dépendent pas de la forme générale de ^«, mais unique- 
ment des valeurs que celte fonction prend sur les surfaces 
limites Ai, Ag, Bj, Ba, Ci, Cj; 3° des termes qui, prove- 
nant de la déformation des limites, ne dépendent que des 
variations àx^^ âx^^ dy^^ cî^j, dz^^ dzf. 

44. Ici encore les valeurs limites de la variation au 
pourraient s'exprimer au moyen des variations des va- 
leurs limites de m, et l'on verrait, dans le cas où les limites 
de l'intégrale ainsi que les valeurs correspondantes de m, 
ne doivent pas varier ou changer de forme, que tous les 
termes aux limites disparaissent de la variation de l'in- 
tégrale 5 celle-ci alors est réduite à son premier terme et 
l'on a • 

Si l'on avait identiquement 

dP dO dB. 
dx dy dz 

l'intégrale triple U ne dépendant plus de la forme de u en 
général, mais seulement de ses valeurs limites^ serait né- 
cessairement réductible à une intégrale double. Mais 
l'équation îî= o ne sera identique qu'autant que V sera 



une l'onction liuéaire de p, q, r de la forme 

V = A/.+Bv + Cr— D, 

les fonctions A, B, C, p ne contenant que x, y, z, u, et 
étant liées entre elles par la relation 

rfA rfB rfC ^_ 

Telle est donc la forme que V doit avoir pour remplir V 
condition d'intégrabilité exprimée par l'équation II ^^^ o. 
Ajoutons que dans l'expression Q., les dérivées de u du 
premier ordre disparaissent toujours en même lemps(j>ie 
celles du second ordre, et que cela a lieu tomes les fois 
que V prend la forme linéaire hp_ + Bç + Cr — D, 
quels que soient d'ailleurs les coefficients A, B, C, D. 
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CINQUIÈME LEÇON. 



Maxima et tilioima des intégrales et en général des expressions définies. 

— Maximum on minimum absolu. — Maximum ou minimum relatif. 

— Diverses espèces de conditions ou de restriclÂons . — Équations aux- 
quelles doivent satisfaire les fonctions inconnues pour rendre nulle la 
variation de l'intégrale ou de l'expression définie. 



45. pans les questions de maxima et de mini ma qui 
dépendent du calcul des variations, on cherche à déter- 
miner la forme d'une ou de plusieurs fonctions incon- 
nues, contenues dans une intégrale dé6nie soit simple, 
soit multiple, ou, plus généralement, dans une expression 
définie, de manière que cette intégrale ou cette expression 
définie atteigne sa plus grande ou sa plus petite valeur. 
Entre ces questions et les problèmes de maxima et mi- 
nima qu'on sait résoudre par le calcul différentiel , il y a 
donc une différence essentielle : dans ces derniers pro- 
blèmes on cherche les valeurs des variables indépendantes 
qui rendent maximum ou minimum une fonction dont la 
forme est donnée, tandis que dans le calcul des variations 
on cherche la forme même de la fonction ou la relation 
générale qui la lie aux variables indépendantes. Cepen- 
dant ce second problème se ramène facilement au premier, 
et voici comment : 

Concevons pour un moment qu'on ait déjà déterminé 
convenablement toutes les fonctions inconnues, et qu'on 
les fasse ensuite varier au moyen d'un paramètre arbi- 
traire H ; soit /o la valeur initiale de x correspondante aux 
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formes de ces fonctions qui donnent à l'intégrale sa plus 
grande ou plus petite valeur. L'intégrale ou l'expression 
dé6nie sera alors elle-même une fonction de x; pour 
qu'elle devienne réellement un maximum ou un minimum 
pour •/ = Xo, il faut donc que sa dérivée par rapport k x 
s'évanouisse pour x = Xo, sans que cette valeur du para- 
mètre X rende nulle la dérivée du second ordre, dont le 
signe servira à distinguer le maximum du minimum. 

Pour mieux fixer les idées, désignons par V une ex- 
pression qui renferme explicitement non-seulement les 
variables j:, ^, z, . . . ,• mais une ou plusieurs fonctions 
inconnues ii, i^, iv,... de ces variables, et supposons 
qu'il s'agisse de déterminer les fonctions u, u^ w, . . . ainsi 
que les limites arj, a?s,yi, jty ^19 -^s» • • > ^^ manière que 
l'intégrale 

f I 1 . . .\ . . .(Izdydz 

devienne un maximum ou un minimum. D'après ce que 
nous venons de dire, on peut supposer que les inconnues 
u^ i/, w, . . ., ainsi que les limites de l'intégrale, dépen- 
dent toutes d'un paramètre arbitraire x, et qu'il faille 
trouver la valeur Xo de ce paramètre qui fasse acquérir 
à l'intégrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. 
Puisque, dans cette hypothèse, l'intégrale S est elle-même 
fonction de x, la première condition du maximum ou 
du minimum sera 



ï 



rfS 



ou bien , en nous servant de la notation adoptée dans le 
calcul des variations, 

(i) ^S = o. 

Ainsi l'intégrale S ne pourra devenir un maximum ou 
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un minimum qu'autant que l'on donnera aux fonctions 
inconnues qu'il s'agit de déterminer des valeurs ou des 
formes telles, que la variation^ de l'intégrale s'évanouisse, 
quelques déformations que l'on fasse subir h ces mêmes 
fonctions, ou de quelque manière qu'on les fasse varier 
avec le paramètre x, à partir des valeurs ou des formes 
primitives dont il s'agit. II faut en outre que la variation 
seconde ^*S, pour toutes les déformatiçns possibles, reste 
constamment soit positive, soit négative, sans devenir 
nulle, la valeur positive correspondant au minimum et 
la valeur négative au maximum de Tintégrale S. 

Quelquefois la condition âS = QO peut aussi donner 
une solution du problème. Dans le cas, par exemple, où 
l'on cherche le maximum ou le minimum de l'intégrale 






sly'-[A^)Y^dx, 



la condition 5S = o donnerait j" = o, valeur inadmis- 
sible, puisqu'elle rend l'intégrale imaginaire, tandis que 
la condition (îS= oo àonne y = ± f {^x) ^ valeur qui 
correspond évidemment à un véritable minimum de l'in- 
tégrale. Si nous ne tenons pas compte de ces solutions 
singulières correspondantes à ime valeur infinie de la 
variation 5S, c'est qu'elles ne se présentent pas dans les 
applications ordinaires. 

46. Lorsque les inconnues XjjXs, ^1,^2,..., M, i^,w,... 
ne sont assujetties à aucune restriction particulière, c'est- 
à-dire lorsqu'on cherche le maximum ou le minimum 
absolu de l'intégrale S, les variations 

contenues dans cîS, sont toutes complètement arbitraires, 
et l'équation ^S = o doit subsister quelles que soient les 
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valeurs ou les formes qu'on leur attribue. Seulement on 
se rappellera que, par leur déGnition même, ces varia- 
tions ne sauraient jamais contenir d'autres variables que 
celles qui entrent respectivement dans les fonctions 

dans le cas actuel, âxi^ oxt seront donc des constantes 
arbitraires; Jj^i, dy^ ans fonctions arbitraires de x; 
(îzi, dzi des fonctions arbitraires de x^ y^ etc., et 
cîii, ^1^, Jxv, ... des fonctions arbitraires de toutes les 
variables principales x^y^ z, . » , , t. 

Mais le plus souvent la nature même du problème éta- 
blit certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions inconnues, de sorte que leurs variations ne sont 
plus entièrement arbitraires ou indépendantes les unes 
des autres. On ramène ce second cas au premier, soit en 
faisant servir les équations de condition à l'élimination 
du plus grand nombre possible de variations, soit en 
introduisant de nouvelles inconnues, constantes ou va- 
riables, dont on puisse disposer à la fin du calcul pour 
satisfaire aux conditions du problème. Par cette élimina- 
tion ou cette introduction de nouvelles inconnues, les 
variations qui entrent dans l'équation dS = o transfor- 
mée redeviennent arbitraires et indépendantes les unes 
des autres. 

Les conditions auxquelles on doit satisfaire dans la 
recherche des maxima et des minima relatifs sont de trois 
espèces : i** des relations finies entre les diverses fonctions 
inconnues ou entre leurs valeurs limites; 2? des valeurs 
constantes imposées à certaines intégrales ou à certaines 
expressions définies; 3*^ l'obligation de vérifier certaines 
équations diflférenlielles ou aux dérivées partielles. Nous 
allons considérer successivement ces trois espèces de 
conditions. 
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47. Toute relation finie de la forme 

qui doit subsister dans l'étendue entière de l'intégrale 
proposée, détermine l'une des inconnues w, i^, iv, . . . en 
fonctions des autres, et peut servir à Téliminer de l'inté- 
grale S toutes les fois qu'on sait résoudre l'équation F = o. 
Mais alors même que cette résolution est impossible^ la 
relation donnée conduit toujours à une équation linéaire 
entre les variations âu^du^ dwj. . . au moyen de laquelle 
on peut en tout cas éliminer l'une de ces variations de 
l'équation cîS =0. En effet, si l'on prend la variation de 
F = o, on trouvera cîF = o, ou 

^F ^ dF ^ dF ^ 

(3) —-^w-h -7-^<'H- -r-^f^-f-. . . = 0. 

^ ' au fiv (iw 

Pour qu'on puisse mettre à profit cette dernière relation, 
il n'est pas même nécessaire que la fonction F soit donnée 
en termes finis ^ il suffirait évidemment de connaître sa 
différentielle totale ou seulement ses dérivées partielles 
relatives à m, i^, w, . . . . 

Si les fonctions inconnues étaient assujetties à vérifier 
plusieurs conditions semblables 

F = o, F, = 0, F2=o,..., 
on aurait 

^F==o, ^F, = 0, ^F2 = o,..., 

équations dont on pourrait disposer pour éliminer un 
nombre de variations Jw, di^^ (îw,. . . égal à celui des 
conditions données. 

Si la relation F = o ne devait pas avoir lieu dans 
l'étendue entière de l'intégrale S, mais seulement à la 
limite de l'une des variables, par exemple, à la limite 
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on aura, en prenant la variation, et considérant que cette 
fois y est une fonction inconnue de .r, 



(7) 



/X 



j^' étant la dérivée dej^ relative à la courbe cherchée. 
Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit ôx^ , soit la 
valeur limite de dy. 

De même, s'il s'agit de déterminer dans l'espace une 
courbe dont l'extrémité doive se trouver sur une sur- 
face donnée, ayant pour équation z =zf{^x^ y), on devra 
avoir 



/ 



(8) I [2-/(^,7)]-o, 

et, par conséquent, puisque y et z sont des fonctions in- 
connues de Xj 

19) f[..-|,..(.-|-|.y).,] = „ 

y et z' étant les dérivées dej^ et de z relatives à la courbe 
cherchée. Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit âxi , 
soit la valeur limite de l'une des variations dy^ dz. 

Supposons encore qu'on veuille déterminer une surface 
courbe avec la condition que la partie de son contour cor- 
respondante à la limite inférieure de y, ou déterminée 
par l'équation y =j^i , soit comprise dans une surface 
donnée^ ayant pour équation z =J(x^ ^), on aura 

(•O) I '[Z-/(X-,J)]=0, 

et par suite, puisque z est une fonction inconnue de x^ y^ 
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p^ q étant des dérivées partielles de z relatives à la sur- 
face cherchée. Dans ce cas on pourrait éliminer soit la 
variation dji , soit la valeur limite de la variation dz. 

48. Les conditions de la seconde espèce consistent en ce 
que certaines expressions définies, le plus souvent cer- 
taines intégrales Si , Sj , . . . , doivent conserver des va- 
leurs constantes Cj , c^ , . . . , c'ést-à-dire que les valeurs ou 
les formes des fonctions inconnues ne doivent être choisies 
que parmi celles qui vérifient les équations St = Cj , 
Sj = Cj , etc. Telle est, par exemple, dans le fameux pro- 
blème des isopérimèires, la condition que Tare de la courbe 
dont on cherche l'équation, ait une longueur donnée. Une 
condition de ce genre ne sufSt pas à déterminer ou à élimi- 
ner l'une des fonctions inconnues 5 car il est une infinité de 
fonctions qui, substituées à celle sur laquelle portent les 
signes d'intégration et de substitution dans l'expression 
définie Si , lui feraient prendre la même valeur constante 
Cl ; c'est ce qu'on peut même affirmer en général de toute 
fonction renfermant une constante arbitraire à laquelle 
on donne une valeur convenable. 

Dans ce cas, qui se présente très-fréquemment et qui 
cependant a été traité par les auteurs d'une manière 
assez peu rigoureuse, on tourne la difficulté par un artifice 
bien simple. Concevons pour un moment que chacune 
des fonctions inconnues renferme plusieurs paramètres 
x, x', yé'^ . . . , indépendants les uns des autres, et dont le 
nombre soit égal à celui des expressions définies S, Sj, 
Sj , . . . 5 on pourra considérer ces expressions comme des 
fonctions de x, •/, >c'', . . . , 

S = <i>(x, x', y.",. . .), 
Si =^ x(*^-> ''•'» ''•"'• ")> 
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et la question se réduira à trouver parmi toutes les valeurs 
de X, x', yJ\. . .. qui satisfont aux conditions Si = C|, 
S3 = C2,. . ., celles qui rendent S maximum ou mini- 
mum. On la résout, diaprés les principes connus du cal- 
cul difTérentiel, en cherchant le maximum ou le mini- 
mum absolu de la somme 

S -H Oi S, -h 'î'î Sa -t- . . . i 

^1, af^. . y étant des constantes indéterminées dont on 
dispose à la fin du calcul pour satisfaire aux conditions 

On arriverait encore au même résultat en cherchant le 
maximum, ou le minimum absolu de la somme 

S-h-ûi (S, — r,)H-flt5(S2-— Cj) 4- . . . , 

dans laquelle on fait varier avec le paramètre x non-seu- 
lement toutes les inconnues du premier problème, mais 
aussi les coefficients ai, a^,. . . • En eflet^ la variation 
totale de cette somme 

^S-f fl.^S, -f-fljtyS,^-.. . -i- (Si-- Cl) dai-h {S2— €2)^02+ . .. 

devant être nulle pour toutes les valeurs des variations 
indépendantes qu'elle renferme, et parmi lesquelles se 
trouvent dai, ja^, . . . , on aura nécessairement 

^S-H ^,^S, H-^jt^Su-h-.. . =0, 

La première de ces équations donne évidemment le 
maximum ou le minimum de S H- «i Si 4- «« Sj -t- . . . , 
dans l'hypothèse précédemment admise, c'est-à-dire pour 
des valeurs quelconques mais inv^ariables de ai, a„ . . . ^ 
les autres exigent que ces valeurs soient précisément celles 
qui vérifient les conditions primitives du problème. 

Au reste, puisque la somme S H- ai (Si — Ci) -H • • • ne 
IV. 7 
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peut être un maximum ou un minimum absolu sans que 
l'on n'ait Si = Ci, St = c,, . . . , c'est-à-dire sans que la 
somme se réduise à son premier terme S, il est évident 
que les valeurs des inconnues m, i^, w,. . . , Xi, Xj, yi, 
^2,. . • y correspondantes à ce maximum ou minimum 
absolu, sont parmi toutes les valeurs qui remplissent les 
conditions Si = Ci, Sj = Cj, . . . , celles qui donnent à 
l'intégrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. Ainsi 
le dernier problème revient identiquement au premier, 
sauf qu^il conduit en outre à déterminer certaines quan- 
tités ai, as,. . • , étrangères à la question primitive. 

49. Il reste à considérer les conditions de la troisième 
espèce. Admettons que les fonctions u, i^, iv, . . . , et leurs 
dérivées de divers ordres soient liées entre elles par une 
équation 

U = o. 

Les variations iu^ Ji^, ^iv, . . . et leurs dérivées seront 
de même liées entre elles par Téquation 

^U=o; 

cependant, toutes les fois qu'on ne pourra pas remonter 
de ces équations différentielles ou aux dérivées partielles 
aux équations en termes finis dont elles dérivent, elles ne 
pourront pas servir à l'élimination de Tune des fonctions 
inconnues ou de l'une des variations. Mais il est toujours 
facile de ramener ce cas à celui que nous venons d'exa- 
miner. En effet l'équation U = o, qui a lieu dans toute 
l'étendue de l'intégrale S, entraîne nécessairement la sui- 
vante 

[Â étant une fonction arbitraire de j:, j^, z, . . . , et, réci- 
proquement, celle-ci ne peut avoir lieu sans que Ton ait 



\ 
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U = o. L'équation ï = o équivaut donc à la condition 
donnée U= o et peut la remplacer identiquement. Cela 
posé, il suffira, comme dans le cas précédent, de chercher 
le maximum ou le minimum absolu de la somme S+aT, 
ou, ce qui revient au même, de l'intégrale 



rrr... 

«/jr, Jy^ Jg^ 



dans laquelle on représente par X la fonction afx^U dont 
la forme peut varier arbitrairement avec z. Ce problème 
résolu donnera non-seulement les valeurs de oTi, .Tt, /i, 
^2,. . ., i/, ^, w,. . . qui conviennent au maximum ou 
au minimum relatif de l'intégrale S; il déterminera en 
outre la fonction X, qui n'entrait pas dans la question 
primitive. 

On arrivera au même résultat si l'on cherche le maxi- 
mum ou le minimum de l'intégrale 

fff. . .(V-h XU) . . .dzdydx, 

en regardant X comme une fonction inconnue mais im^a-- 
riable^ pourvu qu'on la détermine à la fin du calcul de 
manière à remplir la condition U = o. En effet, pour 
résoudre le problème dans le cas où X change de forme , il 
faut égaler à zéro la variation de l'intégrale 

fff, . .( V -h XU) . . .dzdydx, 

et l'équation qui en résulte doit être vérifiée pour toutes 
les valeurs de à\. Or fff • . .UcîX. . .dzdydx est le seul 
terme de cette équation qui contienne i\ ; on devra donc 
avoir, et cette conclusion sera bientôt justifiée, U= o. Les 
autres termes de Téquation dont il s'agit sont les mêmes 
que dans Thypothèse où X est invariable de forme; 
ainsi il suffira de chercher le maximum ou le mini- 
mum de l'intégrale ///• . . (V -h XU) . . .dzdydx dans 

7- 






lOO JCkhCVL DES VARIATIONS. 

celte dernière hypothèse et de déterminer ensuite X par 
la condition U = o, ainsi que nous l'avions avancé. 

Si dans la recherche du maximum ou du minimum de 
l'intégrale S on avait à remplir plusieurs conditions sem- 
blables 

U = o, U, = o,..., 

il suffirait de chercher le maximum ou le minimum ab- 
solu de 



ppp 

Jx^ Jx^ Jz^ 



(V-H )iU -h X.U, -H. . .). . .^2û[r^» 



X, ^, , . . • étant de nouvelles fonctions à formes variables. 
On pourrait même regarder X, Xj,. . . comme invariables 
de forme, et se réserver le droit d'en disposer à la fin du 
calcul de manière à vérifier les équations 

U =: 0, Ui := o, . . . . 

Il est facile de voir qu'on pourrait traiter de la même 
manière les conditions de première espèce (n° 47). Cela 
est évident pour le cas où Téquation 

^(•^j r> 2,. . , u, (', .. .) = o 

doit avoir lieu dans toute l'étendue de l'intégrale S. Mais si 
cette équation n'avait lieu qu'à la limite d'une des va- 
riables, de sorte qu'on eût, par exemple. 



/ 



^1 



Fr=0, 

on la remplacerait par la condition équivalente 



£(■£ ■ 



fx'F'. . .dzdx =r o, 



fx étant une fonction arbitraire de x^ y.. ^,.. ., et le 
problème ; en veftu de ce qui précède, serait ramené à la 
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recheiche du maximum ou du minimum absolu de la 
somme 

I I I . . . V . . . dzdydx 4-1 / 1 ...>F... Jz^/o: , 

dans laquelle on est libre de regarder la fonction X, repi-é^ 
sentant le produit de ^ F par une constante indéterminée, 
comme variable ou invariable de forme; dans le dernier 
cas, il resterait à déterminer la valeur de X par la condi- 
tion F = o, qui doit avoir Heu à la limite dej^. 

50. Il reste donc acquis que, dans tous les cas, le pro- 
blème se ramène à la recb^rche du maximum ou du mi- 
nimum absolu d'une expression définie ou d^une somme 
2# de plusieurs expressions définies , et que sa solution 
dépend en définitive d'une équation 

^2 = 0, 

dans laquelle les variations de toutes les inconnues sont 
indépendantes les unes des autres. Supposons actuelle- 
ment que par les procédés indiqués on ait donné à cî2 une 
forme telle, que les dérivées des variations ne soient plus 
prises relativement aux variables d'intégrations \ suppo- 
sons de plus qu'après avoir décomposé les signes de sub- 
stitution double en signes de substitution simple, on ait 
réuni en un seul terme tous ceux qui renferment la même 
dérivée de la mênoie variation sous les mêmes signes de 
substitution et d'intégration; le premier membre de 
l'équation (î2 =5 o sera en général la somme de plusieurs 
termes ou expressions définies, dont chacun contient une 
seule variation ou sa dérivée, et se distingue de tous les 
autres soit par cette dérivée même , soit par les substitu- 
tions et les intégrations qui lui sont propres. Donc si 
l'on égale successivement à zéro toutes les variations à 
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l'exception d'une seule, on aura une série adéquations 
dont chacune renferme une seule variation avec ses dé- 
rivées, et doit se vérifier quelle que soit la valeur ou la 
forme de cette variation. 

Considérons en particulier une de ces équations 

W=o, 

ne renfermant que la variation au avec ses dérivées. 
Le seul terme qui ne soit pas affecté de substitution est 
nécessairement de la forme 



(*) 



rrr... 

^^i Jxt •^'i 



Mdu. . .dzdjrdx; 



tous les autres renfermeront un ou plusieurs signes de sub- 
stitution ; et nous rappellerons dès à présent que les sub- 
stitutions peuvent se faire immédiatement, ou avant les 
intégrations; à la condition qu'on les fera une seconde 
fois dans les limites des intégrations (n^ 5). 
Cela posé, faisons avec M. Sarrus 

et posons pour un instant 

n étant un nombre assez grand pour que toutes les déri- 
vées de au renfermées dans W aient encore o) en facteur. 
Puisque w s'annule chaque fois que l'on donne à l'une 
quelconque des variables x, )^, z, . . . sa valeur limite 
inférieure ou supérieure, les termes de W aflectés de 
signes de substitution s'évanouiront tous; il ne restera 
que le seul terme (A), qui devra être nul séparément et 
qui donne 

--1 «/?'i *^^i 



J 
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équation impossible à moins que M(«)" ne soit constam^ 
ment égal à zéro. Or évidemment le facteur co ne peut pas 
être nul dans les limites de Tintégrale ; il faudra doqc que 
l'on ait dans toute cette étendue 

M = o. 

Cette première condition à laquelle doivent satisfaire 

les inconnues du problème, fait disparaître le terme (A) 

quel que soit (îii ; et l'équation W = o est remplacée par 

une autre 

W, = o, 

dont tous les termes sont affectés d'un ou de plusieurs 
signes de substitution, et dans laquelle du est encore en- 
tièrement arbitraire. 

51 . Les termes de celte seconde équation Wi = o qui 
ne renferment qu'un seul et même signe de substitution, 

relatif, par exemple, à la limite inférieure de jr^ seront j 

tous de la forme ] 

Admettons que celui des termes dans lequel la dérivée de 
au est de l'ordre le plus élevé m', soit 

faisons , pour abréger, 

* 

et posons pour un instant 

' 1 . 2 . cJ . . . w 



t ■.', 
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n étant un nombre entier assez grand pour que chaque 
dérivée de ^m qui se trouve dans l'équation Wi = o, con- 
tienne 0)1 en facteur. Tous les termes de Wi non compris 
dans la forme (B), ou affectés d'un signe de substitution 

autre que / , disparaîtront avec le facteur ci)] -, de plus 

les termes compris sous la forme (B), mais dans lesquels 
la dérivée de ^u est d'un ordre inférieur à m\ disparaî- 
tront avec le facteur y — y^-^ il ne restera que le seul 
terme (B') qui, devant être nul lui-même, pour que 
l'équation Wi = o soit vérifiée, donne 

I / I •••(NV)^. .^z^.r=^o, 

et cette équation évidemment ne peut avoir lieu qu'au- 
tant que l'on ait 



/ 



^. 



N'w" .= o 



dans toute l'étendue des intégrations, c'est-à-dire entre les 
limites x^^ et Xf ^ x^j Zy et / z^ de z, etc. Or le fac- 



teur 






ou 



(ar — ar,)(jr — A'a)(j, — /2)( z 



— / ^' ) ( ^ ~"/ -0 • » 



ne peut pas s'évanouir entre ces limites^ il faut donc 
qu'on ait constamment 



/ 



^i 



N':±=0, 



THÉORIE DBS MAXIMA ET DES MIMIMA. Io5 

seconde condition à laquelle devront satisfaire les fonc- 
tions inconnues, et qui fera disparaître le terme (B') 
indépendamment de toute valeur ou forme particulière 
assignée a ou. On a donc le droit de supprimer ce terme 
dans Wj , et comme après cette suppression l'équation 
W, = o devra encore être vérifiée quel que soit du, on 
pourra répéter le même raisonnement et prouver : i° que 
chaque terme de la forme (B) renfermant un seul signe 
de substitution relatif à y, fournira séparément une 
équation de condition qui le fera disparaître; a^ qu'il en 
sera de même pour tous les termes de W^ renfermant un 
seul signe de substitution relatif à une variable quel- 
conque, et que par conséquent Féquation W, == o se ré- 
duit à une nouvelle équation 

W, = o, 

dont chaque teime est affecté de deux signes au moins de 
substitution, et dans laquelle du reste encore entièrement 
arbitraire. 



!. Tous les termes de Féquation Wj = o qui ne ren- 
ferment que deux signes de substitution déterminés, par 

exemple 1 ei 1 . ont nécessairement la forme 



et / , 



(*^) /■/'■/ ■•••p£^:-"''- 



II' 



Choisissons dans ce groupe les termes pour lesquels / a 
sa plus grande valeur /', et parmi ces derniers le terme 

dans lequel m a sa plus grande valeur m'] faisons, pour 



'mm. i 
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abréger, 



ei posons pour un instaut 

(:r-:.,/(j^-j-.)-- 



U=P'<B 



1.3. ../'X 1.2.3. ..j 



n étant un nombre entier assez grand pour qne tontes les 
dérivées de au qui entrent dans Wj , contiennent encore 
(0, en facteur. Tous les termes deWj qui ne sont pas 
compris dans le groupe (G) ou qui renferment d'autres 
signesde substiiution que ceux relatifs à x, ,ji , disparai- 
Iront avec m,; dans ce groupe, en outre, chaque terme 
qui contient une dérivée de au relative à X d'ordre infé- 
rieur à /'disparaîtra avec:r — x^, et chaque terme ren- 
fermant une dérivée de au relative à y d'ordre inférieur 
à m' disparaîtra avec y — jr, ; il ne restera donc que le 
seul terme (C), devenu 



/'•/'■£■.. .(p..;).....,. 



et pour que l'équation W^ = o soit vérifiée, il faudra que 
cette dernière expression soit elle-même nulle, ou que 
l'on ait 



/"•/'■-> 



dans toute rétendnc des intégrations, c'est-à-dire entre 
les limites / | Zi eij j z, de z, etc. Mais cette fois 

ne devient pas nul entre ces limites; il 



,/y„... 
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faudra donc que Ton ait 



fp-' 



nouvelle relation entre les inconnues du problème qui fait 
disparaître le terme (C) quel que soit du. Ce terme sup- 
primé, l'équation Wj = o devra encore être vérifiée pour 
toutes les valeurs ou formes de au. En appliquant de nou- 
veau le même raisonnement, on est successivement con- 
duit à égaler à zéro les coefficients de iu et de. ses dérivées 
dans tous les termes renfermant deuk signes de substitu- 
tion seulement, ce qui réduira l'équation W, à une nou- 
velle équation 

dont chaque terme renferme au moins trois signes de 
substitution et dans laquelle au reste encore arbitraire. 
En continuant ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les 
termes de Téquation W = o, et étendant les mêmes rai- 
sonnements à toutes les variations indépendantes conte- 
nues dans Téquation primitive ^S == o, on arrive enfin 
aux conclusions suivantes : 

Pour troui^er toutes les relations qui doii^ent exister 
entre les inconnues du problème en vertu de F équation 
J2 = o : 1^ on réunira en un seul terme toutes les ex- 
pressions définies qui dans 52 renferment la même dé- 
riv^ée d^une même variation sous les mêmes signes de 
substitution ,• 2^ on égalera à zéro le coefficient de cette 
dérii^ée dans chaque terme : on obtiendra ainsi autant 
d'équations quily a de termes, chacune de ces équations 
devant être vérifiée dans retendue entière du terme qui 
lui a donné naissance ^c est-à-dire pour toutes les valeurs 
des variables Xy y^ «z., . . . , déterminées par les substitu- 
tions ou comprises entre les limites des intégrations dans 
le terme dont il s'agit. 
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Par exemple, le terme 

(K) / / 7 "■ / 'ï*^''' ■'^' 

que nous supposons faire partie de JS et dans lequel 
6 représente soit la variation au de l'une des inconnues u, 
soit une dérivée quelconque de au relative aux variables 
de substitution, fera naiire l'équation 

/T...K=o. 
qui doit subsister dans toute l'étendue des intégratious. 

33. Jusqu'ici nous avons supposé que les inconnues et 
leurs variations étaient fonctions de toutes les variables 
X, j, z,-..,f,et il peut arriver, au contraire, qu'elles 
ne dépendent que de quelques-unes de ces variables. Dans 
ce cas, la règle que nous venons d'énoncer a besoin d'une 
légère modification. Admettons, pour rester dans l'exem- 
ple cboisi, que 6 soit une fonction arbitraire de x,j, mais 
qu'elle ne doive pas renfermer d'autres variables, et fai- 
sons, pour abréger, 



=/"■■ ■/""'"■ 



B terme {K.) pourra s'é' 



XT- 



le nouveau coefficient R' étant fonction des seules varia- 
bles x,j-, on reviendra ainsi au cas précédent, et il fau- 
dra encore que l'on ait 



M'T-i: 



Rdi. . =0 
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pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites 
3C\ et x^ • 

Eu général, lorsqu'une inconnue ne dépend pas de 
quelques-unes des variables, on fera sortir sa variation 
et les dérivées de sa variation des signes / et / relatifs à 
ces variables et Ton appliquera ensuite la règle du nu- 
méro précédent. 

54. Il peut arriver que dans une des expressions dé- 
finies qui composent la variation dD, les deux limites 
d'une intégration coïncident par suite des substitutions 
qu'on aura faites 5 il peut arriver encore que deux expres- 
sions définies ne différant Tune de l'autre que par les 
limites accolées aux signes de substitution, 

I / / ...R0.. r/x — i / / .. .Rô. ..f/jT, 

par exemple, se détruisent par la coïncidence des valeurs 
substituées, ou par la relation 



M 



— I Z2. 



Dans ces deux cas, évidemment, les termes ou expres- 
sions définies dont il s'agit s'évanouiront identiquement 
sans fournir aucune équation de condition entre les fonc- 
tions inconnues et les variables indépendantes. 



5, La règle énoncée n° S2 revient à dire que, dans 
Texpressiou de dS, ordonnée comme elle doit l'être, on 
peut regarder les variations et leurs dérivées contenues 
dans les différents termes comme des quantités arbitraires 
et indépendantes les unes des autres. Nous savons d'ail- 
leurs que les valeurs limites des variations et de leurs dé- 
rivées sont liées aux variations des valeurs limites des 
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foDctions inconnues et de leurs dérivées par des relations 
simples el linéaires, d'où il suit qn'on pourrait encore 
regarder ces dernières variations comme arbitraires et in- . 
dépendantes les unes des autres. Donc, si l'on avait intro- 
duit, au moyen des relations dont il s'agit, les variations 
des valeurs limites , et qu'on eût ordonné â'Z par rapport 
à elles, de manière que chaque terme renfermât la varia- 
tion soit d'une inconnue, soit de la valeur limite d'une 
inconnue ou de sa dérivée prise toujours par rapport à 
une ou plusieurs variables de substitution, on trouverait 
encore les diverses conditions du maximum ou du mini- 
mum, en égalant à zéro le coelRcient de la variation pour 
chaque terme séparément. Seulement si, par sa nature 
même, la variation était indépendante de certaines varia- 
bles, on devrait la faire sortir des signes de substitution 
et d'intégration relatifs à ces variables, avant d'appliquer 
la règle. Cette règle pourrait d'ailleurs se déduire facile- 
ment du principe qu'on peut assujettir une fonction in- 
déterminée u à conserver des valeurs fixes quelconques 
aux limites de certaines variables, tout en la faisant varier 
arbitrairement entre ces limites. Mais nous croyons inu- 
tile d'entrer dans les détails d'une nouvelle démonsira' 
tiou; il nous suffira d'avoir donné celte indication d'une 
manière générale. 

Pour faire disparaître ce qui semblerait peut-être 
un peu vague dans ces considérations abstraites, et pour 
établir en même temps des formules générales dont nous 
ferons plus tard des applications particulières, nous allons 
chercher successivement les conditions du maximum ou 
du minimum des intégrales simples, doubles et triples, en 
discutant pour chacune d'elles tes diverses restrictious 
relatives aux limites qui peuvent se présenter. 



M AXIMÀ ET Ml^riMA DES INTÉGRALES SIMPLES. I I ( 



SIXIÈME LEÇON. 



Maxima et minima des intégrales simples, renfermant une seule fonction 
inconnue. — Absence de maximum et de minimum absolu. — Diverses 
hypothèses ou restrictions relatives aux limites. — Cas où Féqua- 
tion indéfinie s'intègre immédiatement. — Cas exceptionnel où il 
y a plus d'équations que d'inconnues. -> Cas où les valeurs limites de 
^f Xt yf'f entrent dans la fonction à intégrer. — Maxima et minima 
des intégrales simples renfermant deux fonctions inconnues. 



56. 1. On cherche le maximum ou le minimum de Vin- 
tégrale 

S = / Vé/.r, 

i 

dans laquelle 

y étant une fonction inconnue de x, et y\y^^^» . ,^ ses 
dérii^ées successis^es . 

La variation de celte iotégrale (n*' 32), ordonnée 
comme elle doit l'être (n° SO), comprend les termes sui- 
vants : 



(I) 



{V)Sydx 



(M) 



r 

Jx, 



)^-- 



l'\'-^^ 



dx 

X. 



(III) 



-h 
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En égalaot à zéro le premier terme, on trouve d'abord 
l'éqnalion indéfinie (P) = o, ou 

' ' dx^ dx- dx- ' 

qui doit subsister pour tontes les valeurs de x comprises 
entre les limites X, et X). Cette équation différentielle, 
qui est en général de l'ordre 2 n ou consent les dérivées 
de ^^jusqu'ày'*"', donnera par l'intégration la valeur de 
y en fonction de x et de 2n constantes arbitraires. 

Les termes (H), égalés à zéro, fourniront à leur tour 
an équations aux limites : 

o, ^'(P,) = o ^'|P.) = o, 

j'(t,j=o,.., j''{P.i = o. 

auxquelles on joindra les deux équations 

(3) /'v=o, j ■v=o, 

qui doivent leur existence aux termes (Ut). 

Telles sont les diverses condiUons du maximum ou du 
minimum absolu de l'intégrale S. On satisfera aux équa- 
tions (1) au moyen des an constantes arbitraires conte- 
nues dans la valeur générale de j, et ces constantes se 
trouveront ainsi déterminées on exprimées en fonctions 
des limites x,, xi. Il ne restera alors qu'à déterminer ces 
limites, et il semble au premier abord qu'on puisse le faire 
au moyen des deux dernières équations (3). Mais si l'on 
considère plus attentivement la forme de ces équations, on 
verra que dans le cas actuel elles ne conduiraient à aucun 
résulut utile. En effet, comme les équations (a), qui servent 



/ (p.)=» 



MÀXIMA ET MINIMA. DES INTÉGRAI.ËS SIMPLES. Il3 

à l'ëlimination des a/i eonstanles arbitraires, forment 
deux séries composées la première en Xi , comïne Ta seconde 
l'est en x^ , ces deux limites entreront de la même ma- 
nière dans la valeur définitive de y^ qui sefa nécessaire^ 
ment symétrique par rapport à x^ et Xf . Il en sera de 
même de la fonction V, d'où Ton conclura que si l'une 
des équations (3) prend la forme /"(oTi , x^) = o, l'autre 
sera/(j:2 , o^t) = o. Résolues tour à tour par rapport à Xi 
et J?f , ces deux équations donneraient donc la même va- 
leur, ou jr, =:t:, , ce qui rendrait l'intégrale S nulle 
quelle que fût la fonction ^5 et dès lors, évidemment, il 
ne pourrait plus être question ni de maximum, ni de mi- 
nimum. C'est du reste à quoi l'on devait s'attendre; car 
si la fonction y et les limites Xi , x^ peuvent se déformer 
en même temps, sans être assujetties à aucune restriction, 
il est clair que l'intégrale proposée pourra elle-même 
croître ou décroître indéfiniment, et qu'il n'y aura plus 
lieu à chercher sa valeur maxima ou minima. L'analyse 
et le raisonnement s'accordent donc à montrer que le pro- 
blème n'aura de solution qu'autant que les valeurs limites 
de quelques-unes des quantités a:, J^j\y^^ • . . , j^^"~*^ se- 
ront données ou assujetties à remplir certaines conditions. 
Ces conditions ou restrictions relatives aux limites peuvent 
être très-diverses ou formulées de plusieurs manières ; 
le plus souvent elles rentrent dans lune des hypothèses 
suivantes. 

87. 1° Les limites de V intégration Xi, x^ sont don- 
nées, — En vertu de cette restriction, on a cJjCi=o, 
(îa:, = o', les termes (III) sont identiquement nuls et les 
équations (3) n'ontplus lieu. La solution du problème dé- 
pend alors de l'équation indéfinie (1) ,qui donne la valeur 
de ^ avec in constantes arbitraires, et des in équations 
aux limites (2) qui servent à déterminer ces constantes. 
IV. 8 
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2^ On a donné les limites jCi, Xt et en outre les 
valeurs limites de quelques-unes des fonctions y^ y\ 
y^'^y^""^^' — Ptr la même raison que dans Thypothèsç 
précédente, les équations (3) n'existent plus. Il résulte 
d'ailleurs des équations (a), n^ 33, que dans le cas où 
dxi = dxt = o, les valeurs limites des variations 



*r. 



d§y d^Sjr 



dx 



dx 



r 9 



coïncident respectivement avec les variations des valeurs 
limites de 

dy d^y 
dx dx^ 

lesquelles seront nulles, si ces valeurs limites doivent 
rester fixes. Or c'est ce que nous supposons avoir lieu pour 
quelques-unes d'entre elles % donc aussi les valeurs limites 



d^ 
dx 



t seront 



de quelques-unes des variations ày^ 

nulles, ce qui fera disparaître un certain nombre des 
termes (II) et celles des équations (a) qui leur corres- 
pondent. Mais ces équations seront remplacées par les 
conditions mêmes qui assignent à quelques-unes des fonc- 
tions/, /^y^ • • • 1 y^"~-^ des valeurs limites déterminées, 
conditions dont le nombre est toujours égal à celui des 
équations disparues. Ces conditions primitives, jointes à 
celles des équations (2) qui restent, suffiront donc encore 
à déterminer les 'xn constantes arbitraires. 

Supposons, par exemple, qu'on ait donné ou rendu 
fixes la limite or, et les valeurs limites correspondantes de 
Y^ y\ de sorte qu'on ait 

/ ' V' 
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on aura en même temps 



/ *^=*' /^=*'' 



par suite les deux premiers termes (II) relatifs à :r, sont 
identiquement nuls et les deux premières équations (a) 
n'ont plus lieu \ mais elles se trouvent remplacées de fait 
par les conditions de fixité des valeurs limites dey et de^. 

3^ Les valeurs limites de guelques-unes des fonctions 
y^ y^y^f ' . , y''"^^ sont fixes et données y sans que les 
limites x^ jr,, soient déterminées, — Supposons qu'on 
ait donné les valeurs de/, ^, y", . . . • j^^""*^ correspon- 
dantes à la limite inférieure Xi. Les variations de ces 
valeurs fixes étant nulles, les relations (2) du n^ 33 de- 
viennent 



l"^=-ï' "■'"■■ 



è\ Ton substitue ces valeurs dans les n termes (II) relatifs 
à Xxj ces termes ramenés à ne plus contenir que la varia- 
tion dXi se réuniront au second terme (III) dans une 
seule expression définie 

-/ '[v-(p.)r'-(P.)r"--.--(P-.)r«]*x., 

et ne fourniront plus qu'une seule équation 

'[v-(P,)r'-(P,)y'-..--(P-.)j"']=o, 

laquelle se joindra aux n conditions de fixité pour rcm- 

8. 
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placer les n premières équations (2) et la première équa- 
tion (3). 

Si l'on avait fixé seulement les valeurs limites infé- 
rieures de y^ y y les deux premières équations (a) et la 
première équation (3) seraient remplacées par Téquation 
unique 



r^ 



v~(p.)r— (Pa)j'']=o, 



à laquelle on ajouterait les deux conditions qui assignent 
à jy j^'des valeurs limites déterminées. 

4® Les valeurs limites de .r, y^^y, y^ . . . , JK^"~*^ ^^^^ 
liées entre elles par des relations données. — Soit 



(5) 



I ' f[.r,r,r', j",...,r("-o] = o 



une condition à laquelle doivent satisfaire les valeurs li- 
mites de x^ y^ y'^ . . . , JK^"~*^* ^^ prenant la variation et 
désignant, pour abréger, par F la dérivée totale de f rela- 
tive à ar, ou posant 

., dî di , dî „ ^f , ^ 

'-^di-^Tj^-^7fy'y^""^d^^^'''^ 



on trouve (n° 30) 



(6) 






dSy 



dx 



■f-... 



rff d'"-'8y 



d^i"-^) daf"-' 



-hf'.^a:, 1=0, 



équation dont on peut se servir pour éliminer des 7i-4-i 
termes (II) et (III) relatifs à x,, soit dx^^ soit la valeur 

limite de Tune des variations Jr, -~ » • • «9 —, — -> Dès 

^ ' dx dx""-^ 

lors ces termes ne fourniront que n équations qui, jointes 
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à la condition primitive (5), remplaceront les w premières 
équations (a) et la première équation (3). 

Admettons, par exemple, qu'à la limite inférieure de 
l'intégrale, y doive coïncider avec une fonction connue 
f (x), de sorte que l'on ait 

(7) ■ /'[r-f (*)] = «. 

et, par suite, 
les deux termes 



r 



/'(P.)^r-/ ' 






lie contiendront plus qu'une seule variation indépendante 
et s'uniront pour fournir une seule équation 



(8) 



/'lv-[.r'-f'(-^)](P.)! = o, 



laquelle, jointe à là condition (7), remplacera la première 
équation ( 2) et la première équation (3 ). 

Quelles que soient les restrictions auxquelles on assu- 
jettisse les limites o^i, x^ et les valeurs limites de la fonc- 
tion y et de ses dérivéesj^',y ", . . . ., j^^'*""*^ on a en général 
autant d'équations que d'inconnues , et à moins qu'il 
n'arrive par des suppositions particulières que ces équa- 
tions deviennent équivalentes ou incompatibles, elles 
suffiront toujours pour déterminer la fonction y avec ses 
in constantes arbitraires, et les limites Xi, x^ de l'inté- 
grale. 

58. Au lieu d'éliminer immédiatement une ou plu- 
sieurs variations, comme nous l'avons fait dans ce qui 
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prëc&de, ou pourrait tenir compte d'une restriction 

quelconque / U = o , dans laquelle U est fonction de 

-c, y, y', y", — , en introduisant un facteur indéter- 
miné (q" 48), c'est-à-dire en cherchant le 
le minimum absolu de U somme 



ajouter à 
)remier te 



Il faudrait alors ajouter à la variation déjà calculée de 
l'intégrale ou du premier terme, celle du second terme 

D'étant la dérivée totale de U relative à :r, 



et égaler à zéro la somme des deux variations, ce qui don- 
nerait ; i" U même équation indéfinie (P) ;= o qu'aupa- 
ravant, 2° les équations aux limites 

,Jr[....«^]=o. /'■[,.,.,-]=. 

W \\+aM')=o, j '(\ + aV')=o. 

Si U ne renferme les dérivées de/ que jusqu'à l'ordre 
n — I inclusivement, ces équations aux limites seront en 
nombre 2n4- a, et suflironl pcnéralement à détrrmincr 



HiniUl DES INTÉOHALES SIMPLI 

le!> an cODStantes iatroduites par l'intégra lion, i 
miles X], x,. Quanta la nouvelle constante a, ot 

posera pour satisfaire à ta condition / ,U ^ 4 

lorsque l'ordre des dérivées de y, contenues i 
tixcède n — i, on aura plus d'équations aux lim 
de constantes à déterminer, et le problème ne s 
possible, si ce n'est dans des cas exceptionnels et tr 
culiers. Donc, en général, pour qu'une intégrale S: 
ait un maximum ou un minimum, il faut avant 
les restrictions auxquelles on assujettit les valeur 
de /et de ses dérivées successives, n'atteignent pa 
niére des dérivées contenues dans V, ni celle 
suivent. 

59. II est des cas où l'équation indéfinie (i) pi 
tégrer une ou plusieurs fois sans qu'on ait besoin 
iiaitre ou de déterminer complètement la furn 
fonction V. Il suffit, en elTet, de savoir qu'elle ne r 
pas la première , ou les deux premières . ou les ti 
mières, etc., des fonctions^, y\y",- ■ -i j'"' po' 
puisse effectuer immédiatement une, deux, tro 
intégrations successives. Supposons, par exemplt 
ne renfermepas^, mais seulement ses dérivées^' 



l'équation (i) devenue 

s'intègre immédiatement et donne 

Si V ne contient pas non plus j', la dérivée | 



ip,)= 
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y-7 = Pi est aussi nulle 5 et l'on peut intégrer une secoude 
fois , ce qui donne 

dp d'*~*P 

En général, si les ni premières des fonctions y, y\ 
y"^ . . . , y^^^ n'entrent pas dans l'expression V, les m dé- 
rivées partielles P, Pi, P2,. . ., P,„«i et, par conséquent, 
les m premiers termes de l'équation (i) seront nuls; on 
pourra donc intégrer m fois de suite, ce qui donnera sucr 
cessivement 



I > 



(PO = 

(•O) {(P3.) =C3 — 



I 

X 

Ci h 

I 



X' 

r, ? 

I .7. 



[^m]^, Cm 



w— I 



X x' , x" 

C«_|--+-C^_5 •..±C, -r — -— if 

I 1.2 I,2.0...(//l — l) 



Le résultat définilif de ces intégrations, ou l'équation 
différentielle 

X ■2?"' — ' 

(il) (P;„) = C,n — C„_, - -f- . . . Zb C, h^—, , •> 

I l .2.3. . .(/w — ij 

dans laquelle, d'après les notations admises, (P,„) repré- 
sente 



dV 



m-f-l 



m 



dr. 



^«-" P, 



ne renfermera évidemment que les dérivées dej^ jusqu'à 
^ (sn-m) inclusivement^ l'ordre de l'équation primitive (i) 
sera donc abaissé de m unités. 

U se présente ici une particularité que nous devons faire 
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connaitre. Si les valeurs limites des fonctions^, j^, J^'-i-^'-i 
JK^"*"*^,qui ont disparu de V, ne sont assujetties à aucune 
restriction, le problème reste en partie indéterminé. Sub- 
stituant, en effet, les valeurs (lo) de (Pi), (Pt),. . ., (Pm), 
dans les m premières équations (2) pour en déduire les 
valeurs des constantes arbitraires Ci, Cj, . . . , c„, on trouve 



C'i • . . Cm — O y 



valeurs qui rendent en même temps identiques les m pre- 
mières équations de la seconde série ( 2). Il ne restera donc 
plus que in — 2 m équations pour déterminer les 2 ti — m 
constantes nouvelles amenées par l'intégration de l'équa- 
tion (11) devenue (P^) = o : et par conséquent m d'entre 
elles demeureront arbitraires. 

C'est du reste ce qu'il était facile de prévoir. En effets 
puisque V ne renferme pas les fonctions y^J^ ^^^ -, • • • ? J)^'"""* ? 
et que ces fonctions n'entrent pas non plus dans les con- 
ditions relatives aux limites, on aurait pu prendre j^^"*^ 
pour fonction inconnue et chercher la forme à donner à 
cette fonction pour rendre l'intégrale S maximum ou 
minimum. La valeur en x dej^^'"^ une fois trouvée, pour 
remonter à la fonction primitive j', il faudrait encore in- 
tégrer m fois de suite, ce qui introduirait nécessairement 
dans le résultat définitif m constantes arbitraires. 

60. L'équation différentielle (P) = o peut encore être 
intégrée immédiatement une fois, lorsque la fonction V 
est linéaire par rapport à y, et que de plus le coefficient 
dej)^ ne contenant que x prend la forme 9' ( j:). Dans cette 
hypothèse, en effet, on a P = ^ [x) et l'équation (P) = o 
devient 

ou, en intégrant, 
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Mais, dans ce c^s, si les conditions (2) 



j (P.) = o, j (P,) = o, 



existent, c'est-à-dire si Ton n'a apporté aucune restric- 
tion aux valeurs limites de la fonction y. le problème sera 
indéterminé ou impossible; car la valeur ç (x) -h c de 
(Pj) substituée dans les deux équations dont il s'agit, 
donnera 

et ces équations sont incompatibles à moins que cj) (xi) ne 
soit égala (f(Xi). Si, accidentellement, cette condition 
est remplie , il est vrai qu'on pourra satisfaire aux deux 
dernières équations par une valeur convenable de la 
constante c. Mais elles n'établiront alors qu'une seule 
condition et Ton n'aura en réalité que an — i équations 
aux limites pour déterminer les 2 n constantes, dont 
Tune au moins restera arbitraire. 

61. Enfin, l'ordre de l'équation difierentielle (i) peut 
encore s'abaisser d'une unité, lorsque V ne contient pas 
explicitement la variable x, quelle que soit d'ailleurs . sa 
forme. En effet, la dérivée totale de V étant dans cette 
hypothèse 

dY 

— ==:Pjr'-^P. j''^-P,r'"H- ...-hP.r^'••^'^ 

si Ton y substitue pour P sa valeur tirée de l'équation (i) 



^ ^P, </'Pa 
dx dx^ 



dx* 



o. 



on aura 



d\ 



dx 



= p.r" -hP.y" -4-.. -HP^r^"^'^ 



d'V, , 



dx " dx' ' 



^"P 



dx'^ 



y ' 
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Or, le second membre de cette nouvelle équation est une 
dërÎTee exacte ou la somme de dérivées exactes, comme 
on le voit en groupant les termes deux à deux, 

rf'P, , d /^ „ dP, „ d'P, ,\ 



Substituant et intégrant, on aura donc 

/ v= c-h p.y 



équation qui est tout au plus de Tordre ^n — i . 

Par exemple, si V ne renfermait que j^, l'équation in- 
définie (i) se réduirait à V= c, d'où y = constante. Si V 
était fonction de la seule dérivée j)^, on trouverait encore, 
en prenant j^' pour fonction inconnue, V = c, et^ par con- 
séquent, j:'= const., j=iax -jr b' Si les dérivées j', y 
entraient seulesdans V,on aurait, en prenant y^ pour fonc- 

dW 
tion inconnue, V= c '\- -^r-jp y" \ et ainsi des autres. 

62. Nous avons déjà fait remarquer que le nombre des 
équations est en général égal à celui des inconnues et que 
les valeurs de celles-ci ne deviennent impossibles ou indé- 
terminées que par suite de suppositions particulières qui 
rendent les équations aux limiles inrompaliblcs, ou équiva- 
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lentes eu ce sens que quelques-unes d'entre elles puissent 
se déduire les unes des autres. Il est cependant un cas où 
le nombre des équations est plus grand que celui des incon- 
nues, et qui forme par là une exception à la théorie géné- 
rale; c'est lorsque V est linéaire par rapport à la dérivée 
yC») de l'ordre le plus élevé. En effet, cette forme, comme 
on Ta vu n° 35, fait disparaître de (P) les deux dernières 
dérivées J^^'"~*^ JK^*"N ^^ sorte que Téquation (i) ne 
sera plus que de Tordre in — 2, et donnera la valeur de 
Y avec in — a constantes arbitraires, tandis que les 
é juations aux limites (2), ou les conditions qui pour- 
raient les remplacer, seront toujours en nombre m. Il y 
a donc plus d'équations que d'inconnues, et le pro- 
blème est impossible, à moins que des suppositions parti- 
culières ne fassent que certaines équations aux limites 
rentrent dans les autres ou se déduisent des autres. 

Supposons, par exemple, qu'en outre des limites X|, 
j:,, on ait fixé les valeurs extrêmes dey. Les équations (2) 
en (Pi) disparaissent, et les m — 2 équations qui restent 
suffisent à déterminer les in — 2 constantes. Dès lors 
la fonction y est entièrement connue et l'on peut calculer 
ses valeurs extrêmes que nous appellerons , pour un in- 
stant, il, ij. Il faut donc que les valeurs fixes, qu'on 
avait assignées d'avance aux valeurs extrêmes dc;^, soient 
précisément &i, &, ; autrement les conditions aux limites 
seraient incompatibles et le problème n'aurait pas de 
solution. 

63. Jusqu'ici nous avons supposé que V était fonction 
des seules quantités a:, y^ y\ y" ^ . . ., /^"^ Si V renfer- 
mait en outre les valeurs limites de quelques-unes de ces 
quantités, l'équation indéfinie (1) aurait encore la même 
forme, mais les équations aux limites (2) et (3) subiraient 
des modifications que nous allons indiquer en peu de 
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mots. Admettons, pour fixer les idées, que V, avec x^y^ 
y\ . . . , j'^"^ contienne les valeurs limites inférieures de 
^> jTï JK'î • • • 5 JK^"~^^ valeurs que nous désignerons, pour 
abréger, par |, yj, r/, , . . , 7}^""^^ en sorte que 



Ç = ar 






Conservant à P, Pj, P,,. . . leurs significations, posons 
en outre 

d\ _ d\ _ dV 



TJ y —~— CT| , -j— , l«T,j , . , . , 



nous aurons 

Aux termes de la variation de l'intégrale S que nous 
avons considérés précédemment, il faudra donc ajouter 



J X. 



(ci(îÇ-|-ci,^7] H- xsi^a' -4- ... -h CT,j^>î^"~'^) dx y 

ou, ce qui revient au même, puisque cîÇ, c^rî, (îr/, . . . , in- 
dépendants de x^ peuvent sortir du signe J ^ 

Or, d'après la définition même des quatités |, y;, y;'. . . ., 
on a 



=r 
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Tensemble des termes qu'on doit ajouter à la variation 
de Tintégrale peut donc s'écrire 



^i^X-h<Ti 



dx 






f 

r 

Dès lors, en égalant à zéro la variation complète de Tin- 
tégrale S, on obtiendra la raème équation indéfinie (i) 
et les mêmes équations pour la limite supérieure a:j qu'au- 
paravant; mais les équations relatives à la limite infé- 
rieure Xi deviendront 



(.3) 



1/ (P,)=»,, / (P,) = <T,,..., / (P„)=<7„, 

\f\y-.- 



r' — or, r" — ... — fT„ jf«)] =r o. 



On aura donc encore le même nombre d'équations qu'au- 
paravant, mais ce nombre deviendra plus grand si V 
contient les valeurs limites de y^"^ ou des dérivées d'ordres 
supérieurs ; le nombre des équations aux limites dépas- 
serait alors le nombre des constantes indéterminées et le 
problème du maximum ou du minimum serait en géné- 
ral impossible. 

64. II. On cherche le maximum ou le minimum de 
r intégrale 






S= I \dx, 



dans laquelle 



V =/[.r, y , r', j", . . . , j(-), 2, sV 2% . . . , z(")], 
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y et z étant deux Jonctions inconnues de lu variable x, 
et y y y"^, . , y z\ z" ^ . . . , leurs dérivées successives. 

Quand on égale à zéro la variation de Tintégrale S 
trouvée n^ 36, en admettant que les limites x^^x^^ ainsi 
que les valeurs limites de j^, z et de leurs dérivées ne 
soient assujetties à priori à aucune restriction, les termes 
affectés d'intégration fournissent les deux équations in- 
définies 

(P) = o, (Q) = o, 

ou 

P : 1 ; ... ±— ; =:0 

dx axi daf^ 

f '^ dx ^ dx- dx- ^' 

les termes aflfectés de substitution et renfermant d^j-, â z 
ou leurs dérivées, donnent les 2(/?iH- /i) équations aux 
limites 

(P.)=0, ^ (P,) = 0,..., jf (P^)=ro, 
(P.)=:=0, y (P,) = 0,..., ^ (P«) = 0, 

(Q.)^o, ^ (Q,) = o,.., ^ (Q„} = o, 

/ (Q.)^O, J {Q.) = 0,..., I (Q„)=r:0, 

auxquelles s'ajoutent les deux nouvelles équations 



(3) 



/ 'v=o, ^ V = o, 



provenani des '.ermes eu Jxi ei ^x,. 
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Les deux équations différentielles simultanées (i), qui 
doivent avoir lieu pour toutes les valeurs de x comprises 
entre les limites de l'intégrale, serviront à déterminer les 
formes générales des fonctions y ex. z. Or, puisque V et 
ses dérivées partielles P^, Q„ contiennent les dérivées àey 
jusqu à j^^"*^ et celles de z jusqu'à z^"^ inclusivement, la 
première de ces équations sera de l'ordre 2 m par rapport 
à j^ et de Tordre m->r n par rapport à z, tandis que la se- 
conde sera de Tordre m -H « par rapport à j^ et de Tordre 
aw par rapport à z, c'est-à-dire que les deux équations 
indéfinies prendront les formes 

? [^, r , r\ ' V , j^'^^ s, 2', ... , 2^'"-^^ ] = o, 

4/ [j:, 7, jr', . . . , jC"^''), 2, z', . . . , z(2«)] =.- o, 

Différentiant la première 2 n fois et la seconde m -f- « fois 
de suite, on aura m -4- 3 «4- 2 équations renfermant les 
dérivées dej^ jusqu'à j^^''"+*"\ et celles de z jusqu'à 5?^'"+'"^ 
inclusivement, et Ton pourra éliminer les m 4- 3 /i 4- i 
inconnues z, z\ z^\, . ,, ^('«+8»)^ ce qui conduira à une 
équation différentielle ne contenant plus que j^ et ses dé- 
rivées jusqu'à Tordre 2 m -f- 2 //, 

laquelle intégrée donnera la fonction y avec 2(/n4-w) 
constantes arbitraires. En remontant aux équations qui 
ont servi à Télimination, on en déduira la seconde fonc- 
tion inconnue z exprimée au moyen des mêmes con- 
stantes. 

Il resterait ensuite à déterminer ces constantes arbi- 
traires et les limites o^i, x^ au moyen des équations aux 
limites (2) et (3). Mais, bien que le nombre des équations 
soit égal à celui des inconnues, elles conduiraient, comme 
dans le cas précédent, à un résultat absurde qui averti- 
rait que le problème, dans les termes où nous l'avons posé, 
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n'a point de solution. On comprend d'ailleurs à priori et 
sans qu il soit besoin d'aucune discussion analytique, qu'en 
faisant varier arbitrairement avec les fonctions^, z les li- 
mites Xj, oTi, on rendrait chimérique la recherche de maxi- 
mum ou minimum de l'intégrale S, puisqu^il est évident 
qu'elle pourrait alors croître ou décroître indéfiniment. 

65. L'intégrale S n'est donc susceptible d'un maximum 
ou d'un minimum qu'autant que les limites x^^ x^ ou les 
valeurs limites dey, z et de leurs dérivées sont assujetties 
à certaines restrictions. Ce qu'il y a de plus simple, est 
de supposer constantes les limites x^^x^. Leurs variations 
Jxj, (Jxf étant alors nulles, les deux derniers termes de 
5S disparaissent d'eux-mêmes et les équations (3) n'ont 
plus lieu. Les équations (2) serviront alors à déterminer 
les 2 (m-4-n) constantes arbitraires amenées par l'inté- 
gration des équations indéfinies (i). 

Au lieu de supposer fixes Xi, X2, on pourrait faire 
d'autres hypothèses relatives aux valeurs limites de x, y^ 
j)^, ..., j^^'""*^ z^ ^', ..., ^^""^^ et on les mettrait en 
jeu exactement de la même manière que dans le cas pré- 
cédent. Ces hypothèses modifieraient de différentes ma- 
nières les équations aux limites (2) et (3) sans altérer en 
rien les équations indéfinies (i) ; mais le nombre total des 
conditions à remplir resterait toujours le même, et suffi- 
rait en général à déterminer les inconnues du problème. 
Nous disons en général, car il peut arriver pour certaines 
formes particulières ou certains modes de composition de 
la fonction V que le nombre des constantes arbitraires soit 
inférieur ou supérieur à celui t^gs équations aux limites, 
et que le problème soit, par conséquent, indéterminé ou 
impossible. Il suffira d'avoir signalé l'existence de ces 
anomalies, dont la discussion, d'après ce qui précède, ne 
souffre plus de difficulté. 

IV. 



.^M «-t,^ -^j-Jrt 



i3o 
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SEPTIÈME LEÇON. 



Maxima et minima des intégrales multiples.^ Cas d*ane intégrale double 
qui renferme une fonction indéterminée z avec ses dérivées partielles 
du premier ordre. — Cas d'une intégrale double renfermant une fonc- 
tion t avec ses dérivées partielles du premier et du second ordre. — 
Cas d'une intégrale triple renfermant une fonction u avec ses dérivées 
partielles du premier ordre. 



66. m. On cherche le maximum ou le minimum 
de Vintégrale double 



dans laquelle 



ydydx. 



V=/(x, /, z,/?, q)^ 



Z étant une fonction inconnue des deux variables indé- 
pendantes x,y, ef p, ^ ses déris^ées partielles du premier 
ordre. 

Désignons, comme auparavant, par N, P, Q, les déri- 
vées partielles de V relatives à 2, p, ^t^^ variation de 
l'intégrale sera (n° 42) 

I PSzdx—l 1 PSz.df 
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Quoiqu'il semble évident que si Ton n'apporte aucune 
restriction ni à la fonction z ni aux limites de l'intégrale, 
celle-ci pouvant croître ou décroître indéfiniment ne sera 
susceptible ni de maximum ni de minimum; cependant, 
comme le problème absolu est en quelque «orte le type 
du problème relatif, nous admettons d'abord que les va- 
riations âz, djij âji^ dXi^ dxt sont toutes arbitraires et 
indépendantes les unes des autres, en nous réservant de 
faire subir aux équations de condition obtenues dans cette 
hypothèse, les modifications qui conviendront aux di- 
verses restrictions. Cherchons donc, en Tabsence de toute 
restriction, les équations dans lesquelles se partage la con- 
dition fondamentale (}S= o. 

Le premier terme de (ÎS fournit d'abord l'équation in- 
définie 

d^ dO 

qui doit subsister pour toutes les valeurs de Xyj, com- 
prises entre les limites de l'intégrale double, ou pour tous 
les points du plan xy situés dans l'intérieur du quadrila- 
tère ABDC,^^. I, p. 76. 

Les quatre termes suivants, renfermant $z sous un 
signe de substitution, font naitre les quatre équations aux 
limites 



(2) 



P=o, j P = o, 
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qui doivent subsister pour les points du contour ABDC, 
la première le long de la courbe inférieure AC (y = j^,), 
la seconde le long de la courbe supérieure BD (y=j^)^ 
la troisième le long de la droite AB (x = Xi)^ la quatrième 
le long de la droite CD (x=: x^). On peut, du reste, 
réunir les deux premières conditions dans cet énoncé 
unique que Qdx — Vdy doit être nul le long des deux 
courbes AC, BD, les diflTérentielles dx^ dy étant relatives 
à ces courbes. On énonce de même les deux dernières con- 
ditions à la fois en disant que P doit être nul le long des 
deux droites AB et CD ; or, comme ces droites sont per* 
pendiculaires à l'axe des j:, dx est nul pour chacune d'elles, 
et l'équation P = o entraîne celle-ci Q//x — ^dy = o ; 
donc, pour que l'ensemble des conditions (q) soit satis- 
fait, il faut et il suffit que l'on ait 

le long du contour entier auquel s'étend le champ de l'in- 
tégrale double, les différentielles dx^ dy étant relatives à 
ce contour. 

Cet énoncé comprend évidemment autant de conditions 
distinctes qu'il y a de côtés dans le contour limite. Le plus 
souvent il y en quatre; mais rien n'empêche que leur 
nombre soit plus grand, et que les fonctions j^i^jKs ott l^s 
courbes AC , BD cessent d'être continues ou soient for- 
mées de plusieurs parties de nature différente. Quelque- 
fois aussi il peut arriver que les côtés rectilignes AB, CD 
disparaissent et que le contour se réduise à deux courbes 
ou même à une seule courbe continue et fermée de toute 
part. L'équation Q^dx — P^=o, ou l'ensemble des 
équations (2), représente donc un nombre de conditions 
plus ou moins grand selon la nature des limites de l'in- 
tégrale. 

EnGn les quatre derniers termes de dS contenant les 
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variations dxi^ âxt, dy^y cîjs, dont les deux premières, 
oxx dXiy àxt sortent dn signe intégral parce qu elles sont 
indépendantes de y, donnent les quatre nouvelles équa- 
tiws aux limites 



(3) 



\ V=ro, / V = 0, 

J Ve(r = o, / J v^j = o, 



dont les deux premières exigent qu'on ait V = o pour 
tous les points des deux courbes AC, BD, et les deux 
autres que l'intégrale /Vrf^, prise le long de la droite AB 
ou le long de la droite CD, soit nulle. 

67. L'équation indéfinie (i) reste toujours la même, 
quelles que soient les restrictions apportées aux limites 
de l'intégrale ou aux valeurs limites de js, p, ^; c'est une 
équation aux différences partielles du second ordre. Sup- 
posons qu'on sache l'intégrer et qu'elle conduise à une 
équation primitive entre x^ y^ z et deux fonctions arbi- 
traires. On disposera de ces fonctions pour satisfaire à 
deux équations aux limites, lesquelles seront différentes 
selon les restrictions admises, que nous allons discuter. 

i^ Les limites de l'intégrale sont données. — Les 
quatre derniers termes de ^S disparaissent avec les varia- 
tions àxiy àxt9 àyij ày^j qui sont nulles, et les équa- 
tions (3) cessent d'avoir lieu. Les équations aux limites 
se réduisent alors au système (a) ou à la condition' 

(4) (ldx — Vdxz=:Oy 

qui doit subsister pour tous les points du contour limite 
et à laquelle les deux fonctions arbitraires doivent satis- 
faire. Or, pour déterminer complètement ces fonctions, il 
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constante et donnée, ces limites étani eUes-mémes va- 
riables. — Cela veut dire que la surface cherchée est seu- 
lement assujettie à se terminer dans un plan donné pa- 
rallèle au plan xy. Puisque nous supposons 

/*! i^t jr. ir, 

k étant une quantité constante et donnée, nous aurons, 
en prenant (n^ 30) la variation des deux membres de ces 
équations 

1 [Sz-i-qSx,)z=o, I {Sz-+'qSx,) = 0, 

Si, dans la variation de l'intégrale, on réunit deux à deux 
les termes affectés de la même substitution, on obtiendra 
quatre expressions définies renfermant chacune deux va- 
riations devenues fonctions Tune de l'autre en vertu des 
relations qui précèdent. Donc, en éliminant une de ces 
variations et égalant à zéro le coeiScient de l'autre, on en 
déduira quatre équations aux limites, qui devront rem- 
placer les systèmes (2) et (3). Considérons, par exemple, 
les deux termes affectés de la substitution j^ =yi, qui, 
réunis en un seul, deviennent 

après avoir éliminé âzk l'aide de la relation dz-\-q âi/i=o, 
qui doit avoir lieu, comme on l'a vu tout à l'heure, pour 
la limite inférieure de y^ égalons à zéro le coefficient de 
Jj^i^ il viendra 



MAXIMA ET MINIMA BES INTÉGRALES DOUBLES. liy 

donc, en définitive, les nouvelles conditions aux limites 
exigent qu^on ait 

(5) V — P/?^Q^=o 

pour chacune des courbes j* =j^i,y =J"8? ^^ 

(6) /[v-p^)rfr = o 

pour chacune des droites .r = Ti, x = jC2, Tîntégrale 
étant prise le long de ces droites entre les limites j^j ^^y^ 
de la variable y. 

4° Les valeurs limites de x^y^ z sont liées entre elles 
par des relations données quelconques. — C'est le cas 
où la surface cherchée est seulement assujettie à avoir 
son contour limite sur une ou plusieurs surfaces don- 
nées que nous appellerons surfaces terminales. Soit 
z = {[x^ y) Téquation de l'une de ces surfaces, par 
exemple, de celle qui correspond à la limite inférieure 

àey, et désignons par />', q' les dérivées partielles -7-y -j-^ 

de z relatives à cette surface ; la restriction ainsi établie 



/ {«— ''(^j/)}==o 



entraînera 



/ 1^24-(^-9')5r.| = o, 



et permettra d'éliminer i^z de la somme 



-17 



'*"'>5r.+ (Q-p5)*^|^/ 



des deux termes qui, dans la variation de l'intégrale, sont 
affectés de la substitution y==yi. Ces termes alors ne 
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fourniront plus qu'une seule équation, 

/>-(«-4')('-''>j=- 

qu'on pourra écrire simplement 

(7) y-{(i-P%){q-9') = o, 

en ajoutant qu'elle doit subsister pour l'intersection de la 
surface cherchée et de la surface terminale, ou plutôt pour 
tous les points de sa projection sur le plan xy^ la dérivée 

-r- étant relative à cette même projection. Cette dérivée 

est d'ailleurs facile à déterminer. En effet, puisque les 
équations différentielles des deux surfaces dont il s'agit, 

dz = pdx -h qdy^ dz =r p'dx -\- q'dy^ 

subsistent simultanément pour leur intersection com- 
mune, on aura pour cette même intersection 

pdx-^~qdyz=p'dx^q'dy, ou ^ = — ^_^; > 

valeur qui, substituée dans l'équation (7), lui fait prendre 
la forme plus symétrique 

(8) v-P(/.-./>')-Q(<7-g') = o. 

Nous n'avons pas besoin d'ajouter qu'une équation 
toute semblable doit avoir lieu pour la surface terminale 
correspondante à la limite supérieure dey, avec la seule 
modification , bien entendu, que p\ (f signifieront alors 
les dérivées partielles de Fordonnée z de cette dernière 
surface. En général, quel que soit le nombre des surfaces 
données qui doivent limiter la surface cherchée dans le 
sens des j-, la condition (8) aura lieu pour l'intersection 
de chacune d'elles avec cette dernière surface. 



I 
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Considérons à présent le cas plus particulier où la sur- 
face donnée z = f (x, jr)^ dz =: p'dx + (j'dy^ doit servir 
délimite inférieure dans le sens des x,où, par conséquent, 
son intersection avec la surface cherchée est assujettie à se 
projeter sur le plan xy suivant une droite perpendiculaire 
à Taxe des x. 

La condition ainsi établie 

/x 
\z^{[x, j)| = o 

entraînera 

et permettra d'éliminer 5 -z de la somme 



i, '""■ 



V^z)dx 



des deux termes qui dans la variation de Tintégrale sont 
affectés de la substitution x =:Xi', Ces termes alors ne 
fourniront plus qu'une seule équation 



(9) 






qu'on pourra écrire simplement 

(10) /jV-P(^-~;>')|r/j=o, 

en ajoutant que Tintégrale doit être prise le long de la 
projection sur le plan xj de l'intersection dont il s'agit, 
c'est-à-dire le long de la droite AB (^g» i). Une équation 
semMable aurait lieu pour la limite Xi, ou pour la droite 
CD, s'il existait de ce côté une seconde surface terminale. 

68. Pour généraliser cette dernière espèce de restric- 






i^* 
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tion, supposons que la surface cherchée doive se terminer 
quelque part, par exemple vers la limite inférieure dey, 
dans une surface donnée 2= f (.r, y), ou dz^=p'dx+(fdj^ 
et qu'en outre l'intersection des deux surfaces doive se 
projeter sur le plan oy suivant une droite donnée de di- 
rection. Soit a la tangente de l'angle compris entre celle 
direction et Taxe des x\ on aura à la fois les deux conditions 



/ 



r, 



|z-f(^,j)| = o, £^=«. 



On tirera de la première 






et de la seconde 



d8y 



dx 



i = o, ou 5jt = ^, 



A étant une constante arbitraire, ce qui réduit à 

les deux termes de 5 S affectés de la substitution y = j^,, 
lesquels alors ne donneront plus que la seule équation 

Pintégrale étant prise le long de la projection rectiligne 
dont il s'agît. A la différentielle de l'abscisse x on peut 
substituer celle de l'ordonnée y ou celle de la longueur / 
de la projection, puisqu'on a 

dx dy s^dx'^ -+- û[r' dl 

a étant une quantité constante^ l'équation (ii) prend 




T^'^.^T'^ 
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ainsi la forme plus symétritjue 

[■=) f\y~l'(p-p')-<i[9~9')\dl = o. 

L'équation (lo) n'est qu'un cas particulier de celle-ci ; 
car en supposant la projection rcctîligne perpendiculaire 
à l'axe des x, on a dx ^ o, dy ^ dl, et dz = (]dy = (fdy^ 
ou q — ç' = o. Le résultat définitif de celte discussion 
peut donc s'énoncer dans les termes suivants : 

Si la surface cherchée est seulement assujettie à se 
terminer dans une surface donnée, z ^i{x, y), ou 
dz=p'dx + q'dy, l'équation (8) 

V-P(;>-/)-Q{,-y') = o 
doit avoir lieu pour ions les points de la projection sur le 
plan xy de l'intersection commune des deux surfaces; 
mais s'il faut en outre que cette projection soit une ligne 
droite de direction donnée, il suffit que l'on ait (13) 

/{V-P(^-;,')-Q(?-7')H' = 0, 
l'intégrale étant prise le long de la projection dont il s'agît. 

Les restrictions admises dans la troisième hypothèse ne 
sont évidemment que des cas particuliers de l'hypoihèse 
plus générale que nous venons de discuter. Ajoutons que 
dans ces deus hypothèses le nombre des équations de con- 
dition sera plus grand que celui des fonctions à détermi- 
ner, chaque fois que le contour lîmiie se composera de 
plus de deux parties ou arcs de courbe distincts ; on sera 
donc le plus souvent forcé d'admettre que ces arcs se ré- 
duisent à deux, c'est-à-dire que les fonctions j, et j, 
deviennent égales pour les valeurs extrêmes de x. 

69. IV. On cherche le maximum ou le minimum de 
l'intégrale double 



XT' 
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dans laquelle 

V=/{x.f, z.p, q, r, ,, t), 

z étant une Jonction inconnue de x, y, etp, q, r, s, t 
ses iJérivées partielles du premier et du second ordre. 

Nous avons déjà trouvé (p. 76) la variation de cette 
intégrale ; et pour lui donner la forme définitive qu'exige 
l'application de la lègle du n" ë3, il ne reste qu'à décom- 
poser les signes de subslitudon double en signes de sub- 
stitution simple, en remplaçant en même temps les déri- 
vées symboliques ^» -r-^, de j par les dérivées réelles 

soitdej'i, soit de _^i qu'elles représentent. Mais cette pré- 
paration tant de fois expliquée est trop simple pour qu'il 
soit nécessaire de récrire ici la variation de l'intégrale 
sous sa nouvelle forme, d'autant plus que la forme abré- 
gée de la page 76 se prête tout aussi bien à la recbercbe 
des conditions de maximum ou de minimum, et permet 
de les mieux embrasser d'un seul coup d'œil, quand une 
fois on a bien saisi l'esprit de la règle dont il s'agit, et des 
notations admises. Il suffira donc d'énumérer les diffé- 
rentes équations que l'on obtient lorsqu'on égale à zéro la 
variation de l'intégrale, en y regardant d'abord les varia- 
tions de la fonction z et des limites x,, Xj, Ji,yi comme 
arbitraires et indépendantes les unes des autres. 
Le premier terme donne l'équation indéfinie 



('} N. 



dj: dy djt' dxdy dy 



qui doit subsister pour toutes les valeurs de ;r, y com- 
prises entre les limites de l'intégrale double. C'est nne 
équation aus dérivées partielles du quatrième ordre; et 
l'équation primitive, lorsqu'elle existe, ou la relation 
tinîe entre x, y, z qui y satisfait de la manière la plus 
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géDérale, renferme au plus quatre fonctions arbitraires, 
dont on peat disposer en général pour satisfaire à quatre 
équations aux limites. 

Les termes en dz et --r- sous les signes f\ donnent 

( Ry-sy+T==o, 

équations qui doivent avoir lieu pour chacune des cour- 
bes limites j^ =yi, j^ =j^j, les dérivées j^',j^", étant re- 
latives à ces courbes. 

Les termes en âz et -j- sous les signes // donnent de 

même les deux équations 

(3) ) ^-^ dx'^^' 

( R = o, 

qui doivent être vérifiées le long des deux droites a: = a:, , 

Le terme en dz sous les signes // fournit l'équation 

(4) S-R/ = o, 

qui n'a besoin d'être vérifiée qu'en chacun des quatre 
points A, B, C, D {fig» i, p. 76), où les deux courbes 
rencontrent les deux droites, la dérivée y' étant en chaque 
point relative à la courbe qui y aboutit. 

Enfin les termes renfermant les variations âji^ Jjj, 
dxiy dXf qui sont indépendantes les deux premières dej^, 
les deux dernières de x, j-, donnent naissance aux équa- 
tions 

l V = o, 
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dont la première se rapporte aux deux courbes j^ =j^, , 
y=^ Jtt et la seconde aux deux droites jc = o^i, x = x^^ 
l'intégrale /Vrf^ devant être prise le long de Tune ou de 
l'autre de ces droites. 

Gomme chacune des équations (2), (3), (5) doit avoir 
lieu pour deux courbes ou pour deux droites diflerentes, 
tandis que l'équation (4 ) doit subsister pour quatre points 
distincts, le nombre total des équations aux limites est 



seize. 



70. Lorsque les limites sont fixes, les équations (5) 
cessent d'avoir lieu et il ne reste plus que douze équations 
aux limites. Ce nombre étant toujours supérieur à celui 
des fonctions arbitraires, il n'est pas possible en général 
de les vérifier toutes à la fois. Dans le cas, cependant, où 
les côtés rectilignes disparaissent, c'est-à-dire où le con- 
tour limite se réduit à deux courbes, les équations (3) et 
(4) s'en vont et il ne reste plus que le système (2), qui se 
résout, comme on Ta vu, en quatre conditions distinctes, 
nécessaires et suffisantes pour déterminer les fonctions 
arbitraires. Dans ce cas, on a donc lieu de penser que le 
problème du maximum ou du minimum admet une solu- 
tion. 

71 . La première des équations (2) est peu symétrique 
à cause de la dérivée seconde y" qu'elle renferme •, mais 
en éliminant cette dérivée on rétablira la symétrie et l'on 
prouvera en même temps que les équations ( 2 ) compren- 
nent comme cas particulier les deux équations (3). En 
effet, si l'on différentie la seconde équation (2) 

R/'— S/ + Tî=o, 

en y regardant j^ comme une fonction de a:, ainsi que cela 
doit être, puisque cette équation se rapporte à l'une des 



MB 



(6) 
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courbes limites y =/i ou y ^y^, on aura 

Entré cette équation et la première des équations (a) 
on peut éliminer y* ; le résultat ne renfermera plus que 
y avec ses puissances seconde et troisième, et on le rendra 
linéaire en j^ en faisant servir de nouveau Téquation 

R^'2 — S^' H- T i= G 

à l'élimination successive dej^'** ^^ j'^* Quand on aura 
effectué ce calcul, qui ne présente d'autre difficulté que 
sa longueur, et qu'on aura multiplié par une puissance 
convenable de dx^ on verra le système (2) prendre la 
forme symétrique 

Rdj-^---Sdxdx -^'ï:dx' = o. 

Telles sont les conditions à remplir par la fonction z le 
long des deux courbes j^ ^^JTd X =JKsî ^^ mieux le long 
de chacune des courbes limites, quel que soit leur nombre. 
On peut même, pour généraliser, les étendre aux côtés 
rectilignes ûc = Xi^ x = Xj, lorsqu'ils existent. En effet, 
la valeur nulle de la différentielle dx qui caractérise ces 
deux côtés, réduit les équations (6), la seconde à 

R =ro^ 
IV. lo 



> = o, 
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, dK , €lK j dK , 

ce qui entraîne — dx -^ — dy = o^ ou — = o ; Ja pre- 
mière, par conséquent, à 

djc djr ' 

et les ramène ainsi aux conditions (3) déjà établies pour 
les côlés rectilignes dont il s'agît. On tiendra donc compte 
à la fols des équations (2) et (3) en étendant les condi- 
tions (6) à tous les points du contour limite. 

Pour les quatre points d'intersection des courbesj^=y j , 
y=:jr^ avec les droites x = x^ x=: j:,, il faut joindre 
aux équations (2) et (3), ou aux équations (6), la condi- 
tion (4), laquelle, à cause de R = o, se réduit simple- 
ment à 

S==o. 

72. Nous signalerons, en passant, un cas dans lequel 
les équations aux limites se simplifient considérablement; 
c'est lorsque, en raison de la forme particulière de la fonc- 
tion V, l'expression 

4RT — S' 

est identiquement nulle. Dans ce cas, en effet, la seconde 
des équations (6) donne 



(7) 



X' 



2T 



2R 



et la première devient identique. Il suflSt donc alors, 
pour que les conditions aux limites soient satisfaites, 
que l'équation (7) subsiste le long du contour limite 
entier, et qu'on ait d'ailleurs S = o aux quatre points 
A, B, C, D. Nous nous bornons à indiquer ce résultat 



i»^ 
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en laissant au lecteur le soin de le vérifier lui-même. 
Au lieu de supposer fixes les limites de l'intégrale, on 
pourrait établir différentes relations entre les valeurs li- 
mites de X, y, r, p, <jr; en suivant la même marche que 
dans le cas précédent, il serait toujours facile de trouver 
les modifications subies dans chaque hypothèse par les 
équations aux limites. Mais pour les applications que 
nous avons en vue, une pareille discussion aurait peu 
d'utilité et nous l'omettons sans regret. 

73. Nous ne pouvons, au contraire, passer sous silence 
un des points les plus délicats, les plus difficiles que l'on 
rencontre dans la recherche des maxima et minima des* 
intégrales doubles, et qui rend cette recherche beaucoup 
moins satisfaisante que celle des maxima et minima des 
intégrales simples. La difficulté à laquelle nous faisons 
allusion, vient de l'ignorance où l'on est du degré de gé- 
néralité que comporte la fonction qui doit satisfaire à une 
équation aux dérivées partielles d'un ordre supérieur au 
premier. D'abord on ne sait pas à priori si une pareille 
équation admet ou non une équation primitive en termes 
finis qui ait la même généralité qu'elle; et alors même 
que l'existence de cette équation équivalente est certaine, 
on ne sait pas combien de fonctions arbitraires elle doit 
renfermer : tout ce que l'on peut affirmer en général, c'est 
que le nombre des fonctions arbitraires contenues dans 
l'équation primitive, lorsquelle existe^ est au plus égal à 
celui qui marque l'ordre de l'équation proposée aux déri- 
vées partielles. Ajoutons que, quand même on connaîtrait 
le nombre des fonctions arbitraires renfermées dans l'in- 
tégrale la plus générale, on ne saurait pas encore au 
juste par combien de conditions particulières, ou par 
combien d'équations aux limites elles pourraient être dé- 
terminées. 

lO. 
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Malgré celte imperfection de la théorie actuelle des 
équatioDS aux dérivées partielles, l'analogie et Texamen 
de cas particuliers nous porte à inférer, comme nous 
l'avons déjà admis sans preuve, dans ce qui précède, qu^on 
peut en général assujettir une fonction z de deux variables 
X, y^ donnée par une équation aux dérivées partielles de 
Tordre n, à remplir n conditions particulières, ou à véri- 
fier n équations exprimant chacune explicitement ou im- 
plicitement ce que doit devenir la fonction z pour une 
relation particulière établie entre les variables or, j^; c'est- 
à-dire^ géométriquement parlant, qu'on peut assujettir 
une surface dont on connaît seulement Téquation aux 
dérivées partielles de Tordre /z, à passer par n courbes 
distinctes, et qu'elle sera alors entièrement déterminée. 

On sait, en effet, qu'étant donnée une équation entre 
a:, j", z et ses dérivées partielles jusqu'à Tordre n inclusi- 
vement, on peut fixer arbitrairement les valeurs que de- 
vront prendre pour a: = o, ou, en général, pour une rela- 
tion déterminée f [x^y) = o entre les variables a:, y, la 
fonction z et une de ses dérivées partielles de chaque ordre 
jusqu'à celles de Tordre n — i, les valeurs, par exemple, 

dz d^z d''~^z 

de «, — 5 -T^ï • • • î jJZJ^i^ ^^ 4^^ ^^ ^^^ valeurs, jointes à 

Téquation proposée, on peut déduire les valeurs corres- 
pondantes de toutes les autres dérivées. Par cela même 
tous les éléments constitutifs de la fonction z, c'est- 
à-dire tous les coefficients dont dépendrait son dévelop- 
pement en série, supposée convergente, sont complète- 
ment déterminés pour la relation particulière 

ou lejong de la courbe que cette équation représente, de 
telle sorte que Ton puisse construire par points, ou de 
proche en proche, la surface à laquelle appartient l'or- 



MAXIMÂ ET MINIMÂ. DES INTÉGRALES TRIPLES. l^g 

donnée ^. De ce théorème connu il résulte immédiatef- 
ment : i** qu'une surface dont Téquation aux dérivées par- 
tielles est du premier ordre, est complètement fixée lors- 
qu'on l'assujettit à passer par une courbe donnée^ 
a° qu'une surface dont l'équation aux dérivées partielles 
est du second ordre, peut être construite lorsque, en outre 
de la courbe qu'elle doit contenir, on donne la position du 
plan tangent le long de cette courbe, ou, en d'autres termes, 
lorsqu'elle est assujettie à contenir deux courbes infini- 
ment voisines l'une de l'autre ; 3** que la surface qui doit 
satisfaire à une équation aux dérivées partielles du troi- 
sième ordre, est déterminée, quand, avec la courbe et le 
plan tangent, on donne la courbure de la section normale 
à la courbe, c'est-à-dire quand on l'assujettit à passer par 
trois courbes infiniment voisines, et ainsi de suite. 
La proposition que nous avons avancée est donc vraie, 
■ lorsque les n courbes données sont infiniment voisines 
les unes des autres, et tout porte à croire qu'elle sera en- 
core vraie, lorsque les n courbes seront situées d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace. 

74. V. On cherche le maximum ou le minimum d'une 
intégrale triple 

' I J Sdzdydx, 
dans laquelle 

u étant une fonction inconnue de trois zfariables indé- 
pendantes x^j^z^elp^q^ r ses dérivées partielles du 
premier ordre. 

Nous avons déjà donné, p. 86, la variation de cette in- 
tégrale. Cherchons actuellement les équations indéfinies 
et aux limites qu'entraîne la condition générale de maxi- 
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mum ou de minimum , la variation égalée à zéro, lors- 
que les limites ne sont assujetties à aucune restriction. 
Le premier terme de la variation fournit Féquation in- 
définie 



(0 



dP dQ ^R_ 
dx dy dz ' 



qui doit subsister pour toutes les valeurs de x^ y, z com- 
prises entre les limites de l'intégrale, ou pour tous les 
points de l'espace compris entre les six surfaces A,, Ag, 
Bi, Bj, Cl, Cî (n*' 43) qui limitent le champ de l'intégrale 
triple. 

Les termes en ^u affectés de substitutions donnent le 
premier système d'équations aux limites 



(^) 



R 

Q 
P 



dx 
dy 






dy 



— P-f- = o 



dx 



o; 



la première aura lieu pour les deux surfaces courbes Ci, 
Cj , la seconde pour les deux cylindres Bi , B, , et la 
troisième pour les deux plans Ai, Aj. Les dérivées par- 
tielles — y — dans la première équation sont celles de 
l'ordonnée z^ ou z^ de la surface courbe Ci ou Cj que 

l'on considère : la dérivée -4- dans la seconde est relative à 

dx 

l'un ou à l'autre des cylindres Bi, Bj. 

Un second système d'équations aux limites 



(3) 



V=o, 

J'Vtlz = o , 
fJVdzdy = o , 
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est fourni par les termes affectés des variations d^i, dzg, 
^fii ^T«î ^"^1' 5^tî dont les deux premières sont indé- 
pendantes de «, les deux suivantes de y^ z, les deux der- 
nières de toutes les variables principales x^y^ z. La pre- 
mière de ces nouvelles équations (3) aura lieu pour tous 
les points des deux faces courbes z =: ^i, z^= z^\ la se- 
conde pour toutes les génératrices des deux faces cylindri- 
ques y = j^i, y = J^îî l'intégrale y Vrfz devant être prise 
le long d'une quelconque de ces génératrices -, la troisième 
équation, enfin, devra être vérifiée pour chacune des deux 
faces planes je:=jri, je:=j:,, rînt^rale//V^Ja:s'é ten- 
dant à Taire entière de l'une ou de l'autre de ces der- 
nières faces. 

La solution du problème du maximum ou du minimum 
absolu dépendrait ainsi d'une équation indéfinie et de 
douze équations aux limites ; mais comme ce problème, 
par sa nature même, est impossible, nous passons à l'exa- 
men des modifications que doivent subir les équations ob- 
tenues, en raison de certaines restrictions apportées aux 
limites de l'intégrale. 

75. I** Les limites Xi^x^^y^^ y^^ Zi, Zj, de V intégrale 
sont fixes, — Le système (3) disparaît et les équations 
aux limites se réduisent au système (2). Pour les ramener 
à leur plus simple énoncé, considérons un point Xj y^ z 
de la surface limile Ci ou Ci, et désignons par ol^ /3, y les 
angles compris entre la normale à la surface et les axes 
des coordonnées. Si, dans la première équation (2), on 

remplace les coefficients -f-^ --f-y — i? par cosa, cos(3, 

cos y, qui leur sont proportionnels, elle prendra la forme 
symétrique 

(4 ) P cos a -h Q cos P + R COS7 ~ o ; 

sous celte forme elle exprimera que la droite menée par le 
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pointa:, y^ z et faisant avec les axes des coordonnées 
des angles dont les cosinus sont respectivement pro^r 
portionnels à P, Q, R, doit être tangente à la surface li- 
mite. L'équation (4) ne remplace pas seulement la pre* 
mièredes équations (a), elle comprend les deux autres 
comme cas particuliers-, en effet , si Ton siippose : 
1^ COS7 :^ o, ce qui caractérise les deux cylindres Bi, Bj, 
elle devient P cos a -h Q cos (3 = o , ou parce que 

dy 
cos a rfj: -f- cos j3rf^ = o, Q — P^ = o,et elle coïncide, 

par conséquent, ayec la seconde équation (2); 2^ si Ton 
suppose à la fois cos (3 = 0, cos y = o, ce qui a lieu pour les 
deux plans A] , A,, elle se réduit à P = o ou à la troisième 
équation (2). Les diverses conditions relatives aux limites 
sont dope exprimées à la fois par la seule équation (4) 
étendue aux si^ surfaces Aj, As, B], Bf, Ci, Cs ou, plus 
généralement, à toutes les faces limites, quel que soit leur 
nombre. 

Si Ton fixe, en outre des faces limites, la valeur que u 
doit prendre sur chacune d'elles, toutes les équations aux 
limites (2), (3) disparaîtront et seront remplacées par les 
équations qui assignent à u c|es valeurs déterminées. 

76. 2** On donne seulement les valeurs que u doitpren- 
dre sur les surfaces lùmies, ces surfaces pouvant elles- 
mêmes se déformer d'une manière quelconque* — Soit 
f (x, j^, z) la fonction donnée avec laquelle u doit coïncider 
sur une des surfaces limites, sur celle, par exemple, qui cor- 
respond à la limite inférieure de z, et désignons par /?', q\ 

r^ les dérivées partielles -^-j -;-? -r de cette fonction, la 

* ax dy dz 

condition 



/'■i 



" — ^(•''» j»^)! ~ *> 
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eiilraine 



/ |^a-f-(r— r')^z,| = o, 



et permet d'éliminer au de la somme 



■ni 



, ^v,.+ (r-p^-,|)*.J*,,. 



des termes qui, dans la variation de l'intégrale, sont affec- 
tés de la substitution jz: = ^, • ces termes alors fournis- 
sent une seule équation 



-(« 



^dz ^ dz\ , ,, 



qui doit être vérifiée sur la surface limite que Ton consi- 
dère, les dérivées partielles -r-» -— étant relatives à cette 

■■ dx dy 

même surface. Ces dérivées sont d'ailleurs faciles à déter- 
miner; car_, en différentiant tour à tour par rapport à x 
et à j- l'équation a = f (x, J', z)^ qui est supposée avoir 
lieu pour la surface limite dont il s'agit, on obtient 





dz , ,dz 




dz , , dz 

i + ^ar^'^^' dr' 


et, far suite, 




dz 
dx 


p p' dz <l <l . 

r. r'' Hy r ," 



substituant, il vient 

(5) V-P(;.-//)-Q(./-v')~R(r-~r')=o. 

Telle est donc Téqualion relative à la limite z^ . Une équa- 
tion toute pareille aurait lieu pour la seconde limite z^. 
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si pour cette limite la fonction u était assujettie à une 
restriction semblable. 

Supposons à présent que u doive devenir égale à 
f (x, y^ 2], non plus sur une des surfaces courbes z = z,, 
z = Zi^ mais sur la surface cylindrique j"=j^i, de sorte 
que Ton ait 

{«— f(j:,jr,s)| = o, 



/ 



et, par suite, 



I 



on pourra éliminer Su des termes 



m: 



\yây, -f- (q— P^-) ^uldzdx 



de la variation de l'intégrale qui sont affectés de la substi- 
tution j^ =:j-i. Ces termes alors donneront une seule 
équation aux limites 

dy 

Pour déterminer la dérivée -~-^ qui est relative à Tin- 

tersection du cylindre Bi avec le plan xy^ il suffit de com- 
parer les différentielles totales de w et de f (jj, JK, ^ ) pour 
cette même intersection. On trouve ainsi 

dy p — p' 

pdx 4- qdy = p'dx -h Q^dy-i -7- = 7 ' 

dx q — q 

valeur qui ramène Téqualion aux limites à la forme 
Tinlégralc dans le premier membre étant prise le long 
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d^une génératrice quelconque du cylindre Bj . La condition 
de coïncidence de u avec la fonction f (or, j", z) sur la se- 
conde surface cylindrique j* =j^j conduirait à une équa- 
tion toute semblable à l'équation (6). 

Enfin, si cette coïncidence devait avoir lieu sur une des 
faces planes, sur celle par exemple qui correspond à la 
limite inférieure de x^ de sorte qu'on eût 



/ |m— f(j:,J, 2)| = 



et, par conséquent. 



/ 



on éliminerait Su des termes 



-ra: 



[V8x,-^VBu)(izdx 



affectés de la substitution a: = X] ; et, après avoir fait sor- 
tir des signes \ff^^ variation Jjr,, qui est indépendante 
de toutes les variables principales, on égalerait son coeffi- 
cient à zéro, ce qui donnerait 

(7) SS\y-'^{p-p')\dzdy = o, 

l'intégrale double s'étendant à la face plane entière A,. 
La coïncidence sur la surface plane correspondante à x^ 
fournirait une équation toute semblable. 

77. La restriction que u doit coïncider, aux limites 
de l'intégrale, avec une fonction donnée f (a:, y, 2), en- 
traîne, comme on vient de le voir, des équations de forme 
différente (5), (6), (7) pour les trois couples de surfaces 
Ct, Cs, Bi, Bj, Al, A2. La raison en est que les quatre 
dernières se trouvent effectivement dans des conditions 
plus restreintes que 1rs deux premières, puisque les 
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surfaces Bi et Bj sont assujetties a être cylindriques et 
perpendiculaires au plan o^, et que les surfaces Aj, A{ 
doivent être planes à la fois et normales à Taxe des x. 
Pour généraliser ce genre de conditions particulières, 
admettons qu'une surface limite quelconque, celle, 
par exemple, qui correspond à la limite inférieure de z, 
doive être un cylindre dont la génératrice fasse avec les 
axes des coordonnées des angles déterminés ayant pour 
cosinus a, 6, c, et que l'on exige, en outre, que u coïncide 
avec la fonction connue f (j:, y, z) pour tous les points 
de ce cylindre; on aura à la fois 



/ {«— f(x, /,z)| =o, 
et, en prenant les variations, 
/ |<ytt-f-(r — r')Jz,j = o, a 



ax dy 



d$Zi . d$Zi 
dx dy 



Intégrée, la seconde équation aux dérivées partielles du 
premier ordre donne 

Hz, — fsf[ay—hx), 

9 étant une forme de fonction arbitraire. On pourra donc 
éliminer à la fois ^u et îzj des termes affectés de la sub- 
stitution z = ^,. Si l'on fait, pour abréger, 

ces termes deviendront 






W <p (flj — bx), dydx. 



Cette expression doit s'évanouir quelle que soit la fonc- 
tion arbitraire (p; mais comme (f renferme les deux va- 
riables .r, y dans la combinaison particulière ay — />.r, 
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nous sommes obligé, pour obtenir l'équation de condi- 
lion définitive, de ramener cp à ne plus porter que sur une 
seule variable. Dans ce but, faisons tourner le système 
des coordonnées autour de l'axe des z jusqu'à ce que 
l'axe des x devienne perpendiculaire à la génératrice du 
cylindre limite que l'on considère, et appelons |, yj, z les 
coordonnées du nouveau système, liées aux anciennes 
par les équations 

ay — hx ax H- hy 

y I — c' y I — c^ 

(f (aj — bx) devenue fonction arbitraire de la seule va- 
riable ^ sortira du signe d'intégration relatif à y?, et son 
coefficient égalé à zéro fournira l'équation 

/Wt/ïî = of 

Or, la génératrice du cylindre se projetant sur le plan xj 
suivant la nouvelle ordonnée >?, dm sera dans un rapport 
constant avec la différentielle dl de la génératrice 5 on 
pourra donc remplacer din par dlet écrire 

fWdl=o, 

Tintégrale f^dl étant prise le long d'une génératrice 
quelconque du cylindre limite 5 telle est donc Téqualion 
de condition cherchée. 

Si la surface limite z=:z, devait être un plan dont on 

connût la direction ou les dérivées partielles -7-» — ^9 la 

'■ ax dy 

variation de z^ serait assujettie aux deux conditions 

d^Zx dSzi 

dx dy 

et se réduirait, par conséquent, à une constante arbitraire 



l58 CALCUL DES VARIATIONS. 

Supposons, en outre, que la restriction m =: f (x, y, z) 
dût subsister pour cette même surface, ou qu'on eût 



/ |a — f(j:, j,z) j = o, 



et, par suite, 



/' 



Ua-H(r— r')(îz, 



= o. 



Les termes de la variation de l'intégrale affectés de la sub- 
stitution z = z^ deviendraient, par Télimination de Su et 
deJz,, 






\Sdydx, 



et conduiraient à Téquation 

JJ\^dydx = o, 

dans laquelle l'intégrale double devrait s'étendre à la pro- 
jection entière du plan limite sur le plan xy. D'ailleurs, 
comme la différentielle JA du plan limite est dans un 
rapport constant avec la différentielle dxdy de sa projec- 
tion sur le plan xy^ Téquation précédente peut s'écrire 
plus simplement 

/WrfA = o, 

l'intégrale fWdA devant s'étendre au plan limite entier 
que l'on considère. • 

78. Résumons en peu de mots les résultats auxquels 
nous sommes arrivés. Etant donnée, avec ses dérivées par- 
tielles p\ (f^ r', une fonction f (j:, y^ z) avec laquelle la 
fonction cherchée u doit se confondre sur une des surfaces 
limites, sans que cette surface limite soit d'ailleurs assu- 
jettie, à aucune restriction, on doit avoir pour chaque 
point de la surface 

(8) W = V-Pl>-/.')~Q(^-^')-R(r~r') = o. 
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Mais si l'on demande, en outre, que la surface limite soit 
un cylindre engendré par une droite de direction donnée, 
l'équation de condition se changera en 

(9) fWdl=o, 

l'intégrale fWdl étant prise le long d'une génératrice 
quelconque /. Enfin, si la surface limite devait être un 
plan parallèle à un plan donné, il suffirait qu'on eût 

(10) /We/A — o, 

l'intégrale fWdA s'élendant à Taire totale A du plan 
limite. 

79. Quelles que soient les restrictions auxquelles on 
assujettise les limites de Vintégrale fff\dzdydx ou les 
valeurs limites de la fonction z/, Téquation indéfinie (i) 
reste toujours la même. C'est une équation aux dérivées 
partielles du second ordre. Quoiqu'on ne sache pas k 
priori si elle admet ou non une équation primitive en 
termes finis, ni quelle est la nature de cette équation 
lorsqu'elle existe, on est porté à admettre que la fonction 
2i, qui y satisfait de la manière la plus générale, sera 
complètement déterminée, lorsqu'on Taura assujettie à 
vérifier deux conditions particulières, du genre de celles 
que fournissent les équations aux limites. Or, dans les 
deux hypothèses que nous venons d'examiner, le nombre 
effectif des équations aux limites est égal à celui des faces 
différentes du solide qui constitue le champ de l'intégrale 
triple; il faudra donc, ou que ces faces puissent se réduire à 
deux, ou que plusieurs équations aux limites deviennent 
identiques, sans quoi le problème de maximum ou de 
minimum n'aura pas de solution, 
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Méthode de Jacobi pour distinguer les maxima et les mioima des 
intégrales simples. — Application de cette méthode à quelques cas 
particuliers. 



80. Lorsque les fondions inconnues dont dépend une 
intégrale ou une expression définie S ont été déterminées 
de manière à rendre nulle la variation première 58, et 
qu'on les fait varier très-peu avec un paramètre z, c'est-à- 
dire en donnant à ce paramètre un accroissement très- 
petit, l'expression S subit elle-même un changement, 
dont le sens dépend uniquement du signe que prend la 
variation seconde 5*S : lorsque cette variation seconde 
est positive, la valeur de S augmente; lorsqu'elle est 
négative, la valeur de S diminue. Il en résulte que l'ex- 
pression S, dans laquelle on aura déterminé les fonctions 
inconnues, comme nous venons de le dire, sera un maxi'- 
mum si la variation seconde 5*S reste toujours négative, 
uu minimum si elle reste toujours positive, quelques 
déformations qu'on fasse subir aux fonctions dont il s'a- 
git. Mais si la variation seconde 5* S peut changer de 
signe, si elle est positive pour certaines déformations et 
négative pour d'autres, l'expression S pouvant tantôt di- 
minuer, tantôt croître, ne sera ni uin maximum ni un 
minimum. 

Ainsi, pour distinguer analytiquement le maximum du 
minimum, on aura à discuter la variation seconde 5^ S. 
Mais cette discussion, facile en principe, est dans la pra- 
tique hérissée de grandes difficultés, qu'on n'a pu vaincre 
jusqu'ici que dans les cas les plus simples. En cfTel, tout 
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cé qu'on a pu obtenir dans cette voie est à peu près com- 
pris dans la méthode donnée par Jacobi pour distinguer 
les maisima et les minima des intégrales simples : c'est 
cette méthode que nous allons elposer d'une manière 
aussi élémentaire que le comporte le sujet, en mettant à 
profit les commentaire^ dont elle a été l'objet delà part 
d'autres géomètres. 

84. Considérons l'intégrale simple 



*/x. 



ydx- 



dans laquelle V est une fonction donnée de a:, y^ y\ 
y"^. / . , y^^'K La recherche du maximum ou du minimum 
de cette intégrale se partage en deux parties : dans la 
première on peut supposer les valeurs limites de x^y^y'^ 
y",..., j^""~*^ fixes, mais quelconques, et chercher la re- 
lation entre y et x qui rende l'intégrale maximum ou mi- 
nimum, relation qui renfermera en général 7.n constantes 
arbitraires; dans la seconde on fait varier les valeurs li- 
mites iex^y^y'^y''^ . . . , j^^"~*^ autant que le permettent 
les conditions du problème, et l'on cherche lés valeurs 
des 2 71 constantes arbitraires pour lesquelles l'intégrale 
soit plus grande ou plus petite que pour toutes les autres 
valeurs, très- peu différentes de celles-là, qu'on pourrait 
donner à ces mêmes constantes. Cette seconde partie de 
la question rentrant entièrement dans la^ recherche propre 
au calcul différentiel des maxima et des minima des fonc- 
tions de plusieurs variables indépendantes, nous n'avons 
pas à nous en occuper ici ; il noiis suffira, en conséquence, 
de chercher le maximum ou le minimum rfe l'intégrale S 
dans l'hypothèse où les valeurs de x, j", y', . . ., j^^"~^^ 
relatives aux deux limites restent invariables. 

Dans cette hypothèse, si l'on appelle P, P,, Pj, . . . , P„ 
IV. Il 
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les dérivées partielles de V relatives à j, y'-ij^', 
et qu'on fasse, pour abréger, 






(P)=P- 



dVy d'P, 



dx 



dx^ 



dx" 



la variation de l'intégrale du premier ordre sera 



^S 



=1 



j'. 



(V)§x,dx, 



et celle du second ordre 



^'S 






s(v)$x^(P)^\r\d^' 



La première condition du maximum ou du minimum ^ 
<ÎS = o, conduit à une équation différentielle de l'ordre 2 n 



(•) 



{P) = o, 



à laquelle on satisfera de la manière la plus générale par 
une certaine relation 



N 



J'=/(^, ^'l, ^2, ...,Û2/l) 



entre jr^ x et 2n constantes arbitraires. Puisque (P) est 
nul, la variation seconde se réduit à 



(3) 



^^S 






$(^)Sf.dx, 



et il s'agit d'examiner si elle peut, ou non, changer de 
signe. 

82. L'existence du maximum ou du minimum exi- 
geant que la variation seconde de l'intégrale ne puisse' 
changer de signe, et, par conséquent, qu'elle ne puisse être 
nulle en même temps que la variation première, on voit 
d'abord qu'il n'y aurait ni maximum ni minimum si, dans 
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les conditions du problème, dy pouvait recevoir une va- 
leur autre que zéro, qui rendît 5(P) nul identiquement, 
ou pour toutes les valeurs de x. Or pour faire varier j^ 
sans que (P) varie, c'est-à-dire sans que l'équation (P) =o 
cesse d'avoir lieu, il n'est qu'un seul moyen : c'est d'al- 
térer les constantes ^i, «s, . . . , contenues dans Tintégr aie 
de l'équation différentielle (P) =o. Cela est évident 5 car 
puisque cette intégrale est la valeur la plus générale de j^ 
qui vérifie l'équation (P) = o, aucune autre valeur de j 
ne pourrait y satisfaire que pour des valeurs particulières 
de X, Ainsi la seule forme de $jr qui puisse rendre ^(P) 
constamment nul, est 



d/ ^ df . df ^ 



dOi da^ da 



2n» 



•in 



OU bien 

//^ . df df df 

4) dj^ = a, -j h «î- h. . .4-a2„ - — 5 

en désignant par arj , «j,..., a,^ les variations ^a,, 
Jû2, . . . , Jaj„,qui sont de nouvelles constantes arbitraires. 
Telle est donc l'intégrale ou la solution la plus géné- 
rale de l'équation différentielle J(P) = o. Elle renferme 
an constantes arbitraires, ainsi que cela doit être 5 car il 
est facile de voir que le développement de 5(P) renferme 
$j avec ses dérivées successives jusqu'à l'ordre 7.n inclusi- 
vement. 

L'existence du maximum ou du minimum exige donc 
avant tout que 3y ne puisse pas avoir la forme (4). Or 
comme nous supposons fixes les valeurs limites de:r, v, 
y' ^y\ . . • •) J^^"~*\ sans que la déformation de y soit assu- 
jettie à d'autres restrictions, ^y peut être une fonction 
quelconque de x^ pourvu qu elle s'évanouisse, avec ses 
dérivées successives jusqu'à l'ordre n — i , aux deux limites 
de l'intégrale. On en conclura que, si les constantes «j , 

1 1 . 
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«8, . . , dans la formule (4) peuvent être déterminées de 
manière à vérifier les conditions 



$X = o, 



dSj _ d^Sf _ d"-'§r __ 



aux deux limites de Fintégrale^ la solution (2) ne don- 
nera ni maximum ni minimum. 

83. La restriction imposée à ôy, afin que la variation 
Seconde ô*S ne s'évanouisse pas, est susceptible d'une 
interprétation géométrique très-remarquable. Si l'on re- 
garde X eij comme les coordonnées rectilignesd'un point, 
l'équation y = y ( or, «i , ûfj , . . . , aj„) représente une 
courbe plane qui se déforme d'une manière continue, 
quand on fait varier les constantes «i , ûj , . . . , avec un 
paramètre commun x. Donnons à ce paramètre un ac- 
croissement i et désignons, comme nous l'avons fait, par 
5y, ô*j^,. . ., les dérivées successives dej^ relatives à x, 
nous aurons une nouvelle courbe du même genre que la 
première, mais dans laquelle à l'abscisse x correspondra 
Fordonnée 

,r -»- A j = jr 4- i8y H d^j -h . . . . 

1 .2 

Pour que cette courbe passe par un point donné A de 
la première courbe, il faut qu'en ce point on ait A7 = o, 
ou, en divisant par e, 



Sy 



I . 2 



^' 



y 



.= G. 



Pareillement la dérivée j' sera la même pour les deux 
courbes, ou les deux courbes auront un contact du pre- 
mier ordre au point dont il s'agit, si l'on a en outre 
en ce point 



^y-t- 



1 .2 



^y +... = 0. 
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Le coiilact des deux courbes sera du second ordre, si la 
nouvelle condition . 



" H ^^ r" 4- . . . = o 

1.2 

est remplie avec les deux précédentes, et ainsi de suite. 
Or, lorsque i tend vers zéro, la seconde courbe s'ap- 
proche indéfiniment de la première •, pour t = o les deux 
courbes coïncident et les équations précédentes deviennent 

Donc, si la variation Sy et ses n — i dérivées succes- 
sives s'évanouissent en même temps au point A, ce point 
sera la limite de Tintersection de la courbe donnée et 
d'une autre courbe du même genre ayant avec la pre- 
mière un contact de l'ordre n — i , et tendant indéfini- 
ment à se confondre avec elle. 

Ces considérations permettent de formuler de la ma- 
nière suivante le résultat obtenu n° 82 : Ayant trouvé 
une courbe AB qui satisfait à la condition 5S = o, pour 
reconnaître si elle correspond réellement à un maximum 
ou minimum de l'intégrale S, on fera varier les constantes 
contenues dans son équation^ et Ton cherchera s'il est 
possible de déterminer par ce moyen une courbe de même 
nature passant par deux points donnés de la première 
courbe et ayant avec elle en ces points un contact de Tordre 
n — I ; ensuite on rendra ces points mobiles sur la première 
courbe et on les fera approcher simultanément des points 
extrêmes A, 6 correspondants aux limites de l'intégrale ; 
cela posé, s'il arrive qu'en même temps la seconde 
courbe s'approche indéfiniment de la première, de sorte 
que les deux courbes coïncident lorsque leurs points 
communs sont en A et B, la solution qu'on examine no 
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donnera ni un maximum ni un minimum de l'intégrale 
proposée. Il en sera de même, évidemment, si le contact 
de l'ordre n — i des deux courbes infiniment voisines 
peut avoir lieu en deux points C, D, situés entre A et B 
sur la première courbe, puisque l'intégrale, n'ayant ni 
maximum ni minimum entre C et D, ne saurait en avoir 
d4Q$ toute son étendue. 

Au lieu de faire varier les deux points de contact, on peut 
évidemment fixer le premier point en A et faire mouvoir 
le second sur la courbe dc^née, jusqu'à ce que la seconde 
courbe coïncide avec elle^ on trouvera ainsi la limite 
jusqu'à laquelle ou au delà de laquelle l'intégration ne 
doit pas s'étendre, pour que le maximum ou le minimum 
ne cesse pas d'avoir lieu. 



'. D'après cela, la première chose à examiner est si 
la forme (4) de la variation $j est compatible ou non 
avec les conditions admises, c'est-à-dire si dans Téqua- 
tion 

df df df 

"^ rttf, da-i da^n 

an peut trouver pour les constantes ai, a, , , . . des valeurs 
différentes de zéro, au moins pour quelques-unes d'entre 
elles, et telles que àj avec toutes ses dérivées successives 
jusqit'à l'ordre n — i s'évanouisse aux deux limites de 
l'intégrale, ou seulement pour deux valeurs distinctes de 
X comprises entre ces limites. Si cela est possible, la dis- 
cussion est terminée et Ton n'a pas besoin d'aller plus 
loin, car on sait qu'alors il n'y a ni maximum ni mi- 
nimum; mais si l'on parvient à reconnaître, au contraire^ 
que $y ne peut pas avoir la forme ci-dessus , il faudra 
examiner le signe de la variation seconde ^'S pour 
d'autres formes admissibles de ây. Pour cela, on sera 
obligé de faire subir à la variation seconde ô^S diverses 
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tranfor mations ayant pour but d'introduire sous le signe 
intégral un carré parfait multiplié par un facteur connu. 
Ces transformations reposent sur certaines propriétés 
d'une classe particulière d'équations différentielles li- 
néaires, propriétés que nous ferons connaître dans les 
numéros suivants. 

85. Soit cf une fonction homogène entière et du second 
degré de ^, -z', z"^. . ., ^^"^, z étant une fonction quel- 
conque de X et 2', z"^ ... ses dérivées successives •, dési- 
gnons par 9' ( z ) , ^î*' ( 2') > • • • î ?' (#^"^ ) ^^* dérivées partielles 
de (f relatives à z, z', . . ., z^"^ nous disons que l'expres- 
sion 

fonction linéâiire de z, zf^ z'\ . . . , «^''•^, peut se mettre sous 
la forme 

(^) ""'"-d^^-d^^ — •••--^r?-' 

A, Al, Aj, . . . , An ne renfermant que la variable x. 
Remarquons d'abord que si Ton fait, pour abréger, 

Urs = a^r ne renfermant plus ni z ni ses dérivées , la 
fonction (p aura nécessairement la forme 

1 

'\--aitZz"-\-...-Jr a^z^z^"") 



2 
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ses dérivées partielles seront donc 

Diiïérentîons ces équations par rapport à j:, la seconde 
une fois, la troisième deux fois, etc., et ajoutons-les après 
avoir changé le signe de la seconde, de la quatrième, etc., 
équation, nous trouverons la fonction 4> [z) exprimée par 
une suite de termes dont les suivants 



(7) 



aooZ 



d.OxiZ' ^'.«„z" 



d.T 



4- 



dx'' 



d\annZ^'''> 



nn' 



dx^ 



ont déjà laforpne voulue (6). Les autres se groupent deux 
à deux en binômes de la forme ' 



(-iV 



dxP 



^ '' dx^ ■-^^'^^' 



dont chacun peut encore être ramené à la forme (6). En 
eflfet, soit p^q^ p — (J = r'^ désignons par /i, 1 , h trois 
nombres entiers positifs tels que A 4- / -|- /r = p -|- ç, et 
h^k\ écrivons pour simplifier a au lieu deûp^, et posons 

L^, b\= r-i ± r-ï — J 



dx^ 



dx^ 



en prenant chaque fois l"e signe supérieur ou inférieur 
suivant que h — h est pair ou impair; le binôme qu'il 
s'agit de transformer sera 

Or il est facile de s'assurer qu'un binôme quelconque de 
la forme [A, A] se décompose en deux autres de la même 
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« 

forme, et qu'on a généralement 
on aura donc aussi 

[py ^] = [p--l,q]'^[p — l,g■+^^]' 
On pourra décomposer de nouveau chaque terme du se- 
cond membre en deux autres, et en continuant ainsi, on 
parviendra nécessairement à exprimer [p^ q] par une 
suite de termes qui rentrent dans Tune ou dans Vautre 
des formes 

[m, m], [m ■+- i, m]. 
Mais, en vertu des notations admises, on a 

[m,m] = ^ ^ ' 

(8) { [/w4-i,/wl== . : 



Ainsi les termes dont se composera définitivement [;?, </] 
et par suite le binôme Z^^ auront tous la forme requise. 
On peut ajouter que l'indice du premier terme sera ^, et 

celui du dernier terme ~ ou j suivant que 

p -h q est pair ou impair. 

86. Nous j)ourrions nous contenter de ces indications 
générales, qui prouvent déjà suffisamment la possibilité 
d'effectuer la transformation dont il s'agit; mais comme 
la marche que nous venons de signaler conduit très-faci- 
lement au développement définitif de [/?, //], nous ne 
laisserons pas de la suivre jusqu'au bout. 



-l-[7+S, 9 + 2], 



[p—i. 7 + i]=-[î + '. î-Hi] + [î-l-2, 9 + 2] 

+ [7 + 3, Î + 2J + . .. + [/'-?., 7+« 
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En ajoutant ces équations en nombre p — q — 2 =/' — 2, 
on trouve 

R, = i (r — 2) [^ -hi, <7 -H i] -f- (a-— 3 )[9 -H 2, 7 -h 2] 4- R„ 



où 



R,= (r — 4) [7 + 3, çr -h 2] H- (r - 5)[7 + 4, 7 -h 2] 
-h ... H- i.[/? — 2, 7 4- 2]. 

Chaque terme de cette nouvelle série peut se développer 
de la même manière, et ainsi de suite. Si Ton appelle 
Tip le coefficient du terme qui en a p avant lui dans le 
développement de lan'^'"* puissance du binôme, en sorte 
que 

I • ^ 

n (n — 1) (» — 2) . . . (/î — p-f- I ) 
np.=^n,_p= ,.2.3. ..p '' 

si, de plus, on se rappelle la relation facile à vérifier 

qui donne l'une après Tautre les égalités 

Wo-f- (« + 1), = («-h 2),, 
n,-h[n-\'\)y^[nA' 2}, = {n-\- S)-,, 

«0-+-(«-H- l). -[-(« +2)24-. . . -+-(«-|-p)/9= {/2 4-p-f- l)/5, 

ou, en d'autres termes, 
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OU trouvera successivement 

!>.= ;('— 3). [7 + 2,, + ïl + (r-4|,[, + 3,, +31 

+ ('— 5A[? + 4.î+3| + (r-6),[,+5,, + 3] 
-l-...-H,[,-3, , + 3] 

= j(r-3),(, + i>,, + 2] + (r-4),[, + 3,,+3] + R.. 

I>.= ï('-4).['î + 3, , + 31 + (r-5). [,+4, , + 41 
+ (r-6),[, + 5,, + 4] + (r-,),[, + 6,, + 4] 

+ ...+3,[,-4, , + 41 

= ;!'■- 4).[l + 3.ï + 3] + ('-5).l'î+4,î + 41 + K.. 

etc. Od poursuivra ces développements jusqu'à ce qu'on 
ait épuisé tous les termes, c'est-à-tiire jusqu'à ce qu'on 
arrive à une expression qui n'ait plus besoin d'être trans- 
formée. Cette expression sera, dans le cas où r est un 
nombre impair : 

dans le cas où r est un nombre pair : 

'':_,=ï['+ï-'" + ;-']-"[' + 3' '+;]• 

Si l'on substitue les valeurs de R,, R,,. • .,[p, 9] sera 
cxprîmé par une série dont les termes successifs renferme- 
ront [?, 9]i ["/-î- '» ? + i], [(/4-3, */-|-2],. . ., mul- 
tipliés respecti vement par les coefficients 

j, . + j(r-ï), (,-3), + ;(,— 3),, 

('-'i),+;('-4)..---. 
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OU par 

i \ r i r(r — 3) i r(r — ^) (r — 5) 

1 2 1 2 1.2 2 I .2.3 

puisqu on a en général 

2 1 .2.3 ... p 

Remettant pour [/[?, y], [17, y], [^-f-iy y-f-ij,... 
leurs valeurs, on aura donc définitivement 



(10) 



d,7cP dx^ djfl I dafi-^' 

r (r— 3) r»+'.ûi'-0z(î+2) 
1.2 dafl^^ 

r(r— 4)(r — 5) rfg-t-^flC^-g.^zCg-^^) 
"*■ 1.2.3 It^' *"•"' 

» 

série qui finit d'elle-mêmer lorsque les dérivées de a ces- 
sent d'avoir un sens, et où Ton prendra le signe supérieur 
ou inférieur suivant que la différence p — q =.r sera 
paire ou impaire. Le dernier terme de ce développement 
sera dans le premier cas 

d ^«sV V 

2 _ , 

7-1— 
dx ^ 

et dans le second 

q-\ ( ^H I 



d 

r • 



r — 1 
dx '' 



L indice </ H — = ^ ? ou g -\ = ^ 

21 2 i>. 2 



{ 






■ t 
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qui affecte ce dernier terme, est nécessairement inférieur 
à «, puisque p est tout au plus égal à «, ei p^ç. 
Cette observation est importante, car elle prouve que les 
binômes Z^^ qui font partie de 4> (z) et qu'on ramène à 
la forme (6) par les développements qui précèdent, ne 
peuvent contribuer en rien à la formation du terme 

— '—^ — 9 lequel, par suite, devra son existence unique- 

ment au dernier des monômes (7). Il est donc démontré 
non-seulemeat qu'on peut développer 4> (z) en une série 
de la forme (6), mais aussi qu'on aura dans le dernier 
terme de ce développement, 

_ __ ^V 

A„ fUnn 



r/z^^y- 



87. Revenons à l'expression 4> (z) que nous venons de 
mettre sous la forme 

, ^ d.A.z' dKA,z" , ^".A„z('0 

a>(,)=AoZ-~^^ + -— ...±___. 

Si nous y remplaçons z et ses dérivées z\ z" ^ . . . , par une 
autre fonction u et ses dérivées u\ u" ^ . . . , elle de- 
viendra 

, , d.kxu' dKk:,u" .d^.knit^"' 

Cela posé, nous allons démontrer que la différence 

«4) (z) — z4> («) 

est une dérivée exacte, quelles que soient les fonctions 
u et z. 

Considérons en effet deux ternies correspondants quel- 
conques 



(~,)/'j« 



dP.kpZ^P) dP ,ApU(P^ 

dxP dxP 
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de cette différence, et rappelons-nous que, d'après un 
théorème connu du calcul différentiel, on a 

U / = (—i)p\ji z(p) u(P) — ^ ^— 

p(p^ i) d\Ap z(P) u(P-'^ ___ j 
I . 2 dx* ' ' ' \ 

= (— l)P\AnU(P^ziP^ -^^ ^ 

p{p— i) d\ApU(P)z(P-^) 



dP,ApU(P^ 

z '^ 



1 . 2 dx^ 



si Ton retranche la seconde équation de la première, et 
qu'on fasse, pour abréger, 

;' V, = Ap[u(P)z(P) — u(P)z(P^]-o, 

V, = ^Ap[u(P^z(P-') — «(/'-')•(/')], . 



Vp = Ap [u(P^ z — uz(P)], 

le couple de termes que nous considérons, deviendra 

. 4 dP.ApZ^P^ dP.ApU^Ph d \^^ dV^ dP-'V.) 

^ ' \ dxP dœP \ dœ { dx ^ dW' \ 

Si, dans cette équation, on donne successivement à p 
toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à n et qu'on 
ajoute les différents résultats ainsi obtenus, on trouvera 
la différence m4>(z) — z4>(w) exprimée par une suite de 
dérivées exactes: celle différence sera donc bien elle- 
même une dérivée exacte. 

88. Examinons en particulier la forme que prend la 
différence m4> [z) — z^ (w), lorsqu'on y fait z == uzx^ 
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Zi étant une nouvelle fonction quelconque de x* Si, dans 
les équations (ii), on substitue à -2 et à ses dérivées les 
valeurs 



z 
z' 



= «z,. 



uz. 



uz 



U'Z^y 

2 u'z. 



a"z 



I > 



z(P) 



= uz'^' 



^«',(''-0 . /Afcl)«v^-) 



I .2 



«.('') Z 



« 1 



Ui , Ug , . . . , Up deviendront des fonctions linéaires de 
5', , 55", , . . . , 2| et le coefficient de z"'' dans le développe- 
ment de U^ sera 

—/?(/? — i)...(/>—r-+-i) /?(/? — !)...'(/? — s-\-\)u^P-^)u^P-')\^ 

expression qui reste la même lorsqu'on permute entre 
eux les indices r, s. Ainsi Ui, Uj, . . . , U^ seront exprimées 

par des équations linéaires en ^', , 2", , . . . , z['' , dans les- 
quelles les coefficients seront les mêmes sur les lignes ho- 
rizontales et sur les lignes verticales de même rang; il eu 
résulte qu'on peut les représenter par les dérivées par- 
tielles d'une fonction ^ifj, homogène, entière et du second 

degré de z',, z\.^ . . . , z\^\ de sorte que 



IT.= 






U,=: 



dz". 






Dès lors, si Ton ajoute les équations (ii) après les avoir 
multipliées respectivement par z,, z\^ ^% . . . , z\^\ le 



H 



«fa 
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premier membre sera 2(|;p, tandis que le second membre 

— A„ z(P) u(P) z, -f- - ttf/"-'> z. + . . . H- «2^^^ 



se réduira à 



dP .zZi _, dP.uz^ 



A^ uiP) ^-^ — z(P) 



^\ dxp dxp y 

on aura donc 

. , . 1 . \ , . dP ,zzy , .dP.uZs 

valeur symbolique, ou abrégée, de la fonction homogène du 

second degré en /, , -z", ,. • • > ^ , 9 dont les dérivées partielles 

représentent les quantités Ui, Us,. . . , U^. On obtiendra 
la valeur de ^p^, sous la forme définitive, en remplaçant z 
par uzi et effectuant les différentiations indiquées. 

Les différents couples de termes dont se compose la 
différence w 4> (z) — z4> (m), s'expriment ainsi par les dé* 
rivées partielles de certaines quantités <|/4, tf/j,. . ., <{/„, 

fonctions bomogènes du second degré en z, , z%. . . , 2["^* 

Donc, si l'on fait 

^ sera encore une fonction homogène de z\ , -z", , . . . , z|' 
du second degré, et Ton aura 

D est essentiel de se rappeler qu'un terme quelconque 
^p de la somme ij; = J>i -|- ^j -+-... ij;„ ne renferme les 
dérivéfes de Zi que jusqu'à l'ordre p inclusivement, 

car il en résulte que le carré z[ entre uniquement 
IV. ^ 12 
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dans le dernier terme tp„, où îl a pour coefficient A„ m', 

c'est-à-dire que Ton a 






dz 

I 



89* Admettons maintenant que u soit une valeur con- 
nue de z qui satisfasse à Téquation différentielle ^ (z)=o, 

en sorte que 

4) (a) = O 

soit une équation identique, «t faisons, pour abréger, 

♦.(^)=->i'(^j+-^^ — • • -^ ^-> ' 

Téquation (i3) donnera, en intégrant, 

Le procédé qui nous a conduits à transformer ^(z) 
(n° 85), s'appliquera également à l'expression 4>i(-2',), 
puisqu'elle dérive d'une fonction homogène ^ du second 
degré de la même manière que 4>(x) se déduit de la fonc- 
tion homogène ç. Donc, ^i(z\) pourra aussi se dévelop- 
per en une série analogue à (6), et l'équation précédente 
prendra la forme définitive 

(i4) /i,*(z)^^ = -B.<-H~^— ...±— ^p^, 

• 

Bi, Bjt,. • ., B„ étant des fonctions de x, w, u', . . ., m^"^ 
faciles à calculer dans chaque cas particulier. Notons ici 
seulement que la dernière de ces fonctions, en vertu de ce 
qui précède, aura pour valeur 

_ d'^ _ 
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90. En résumant les résultats auxquels nous sommes 
parvenus, nous pouvons maintenant énoncer les deux 
théorèmes suivants : 

Théorème I. — Sî (f est une fonction homogène du 
second degré en z, -z', .e'^, . . . , z^"^, l'expression 

sera une fonction linéaire de z, ^', -z", . . .,^<*"\ qu'on 
pourra mettre sous la forme 

dx dx^ dx^ 

et Ton aura 

d^fo 

A 1_. 



^z(«)' 



TpÉOREME II. — Si M est une valeur particulière quel- 
conque de z qui satisfait à Téquation différentielle 

et qu'on fasse z = uz,, le produit u^(z) sera une déri- 
vée exacte, quelle que soit la fonction Zi] son intégrale 
prendra la forme 

I u^(z]dx z= — B,2,H — - — . . .± ; 9 

*^ ^ ' ' dx dx^ 

et l'on aura 

B„ ^ A„ u\ 

91 . Ces deux théorèmes nous serviront à effiectuer les 
transformations nécessaires pour mettre en évidence le 
signe de la variation seconde 5* S. Lorsque les valeurs 
limites de x^y^y\ ^^ . . . ,^""* sont fixes, cette variation^ 

12. 
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est, comme nous Favons déjà vu, 



J(* X 



et Ton a, d'après la signification connue de (P), 



5(P) = ^P- -v^-+- ^^ — . 



dx 



dx" 






Ory en faisant, pour abréger, 



z = ^/, fl„ = 



d'V 



dy^^dy^') ' 



on trouve 



^P = «00 « + «01 2' + «OJ «"-+-... -f- «on«("^ 
^P, = £1,0 Z -4- «II z' -h «,j2"-h. . .-h «inZC"), 
^P2 = «20 Z + «21 2' -f- a^^z" -^ , . . 4- flanZC"), 

^P„ = flr„o« + «ni «' -f- «nî^" + . . .-f- «„n»^"^» 

Les seconds membres de ces équations sont évidemment 
les dérivées partielles de la fonction homogène du second 
degré 



Ç = — «00 2Z 

^ 2 



+ «0l2z'4- «02 ZZ'' -H . . . -h «on^Z^"^ 



- «,, zV-h «uzV 4- ... H- «inzV"), 
2 

-H •- «22 zV-f- . . . -i- £ij„z"z("), 
2 



4--««„z(«)z(«), 



c'est-à-dire qtte 

^P = f(z), ^P. = (p'(z'), ^P,= cp'(z"),.. , ^P„=^'(z('»)); 



Mfe^^É^BHâa 



iMIvi 
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on aura par conséquent 



expression à laquelle, en vertu du théorème I, on peut 
donner la forme 

^' d^^-d^'^"'-—d^^=''^'^^ 

et la variation seconde deviendra 



(i5) ^'S 



I z^[z^dx. 



Nous savons d'ailleurs que 5(P) =4>(^) = o est une 
équation différentielle à laquelle on satisfait de la ma- 
nière la plus générale en donnant à dj* ou à z la forme (4 )? 
en sorte que, si Ton fait 

df df df 

M = a, h «2 •- h . • . 4- «an - — j 

dttx dUi dOin 

on aura identiquement, ou pour des valeurs quelconques 
de x, ^{u) =05 d'où l'on conclura, d'après le théo- 
rème II, que u^[z) est la dérivée exacte d'une expres- 
sion de la forme 

* dx dx"-' ^ ''' 



dans laquelle 



zz= uZi^ z^ :=2 



u 
dx 



Comme la fonction z et ses dérivées z\ z" ^ . . . , z^""*^ 
sont nulles aux deux limites de l'intégrale, en vertu de 
l'hypothèse admise n° 81 , il en sera de même de z^ et de 
ses dérivées jusqu'à l'ordre n — i , du moins si l'on choisit 
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les constantes (Zi , ots , . . . , de manière que u ne soit nul 
pour aucune des limites. 

92. Cela posé, si nous remplaçons z par uzxj nous 
trouverons, en intégrant par parties, 

-c, far, t/arj 

OU simplement 



^»S 






«I>,(z;)tir, 



puisque z^ , comme nous venons de le dire, est nul aux 
deux limites de Tintëgrale. 

. Cette nouvelle intégrale se transformera de la même 
manière, dès qu^on aura trouvé une valeur quelconque 
de z\ qui satisfasse à l'équation diâerenticUe 4>i( z'J = o. 
Or^ comme 



u^[z) = — 



dx 



à chaque valeur de z qui rendra $(2) nul, correspondra, 
en vertu de la relation z = uzi , une valeur de Zi qui ren- 
dra 4>i (z\) constante, et si nous posons 



"' dOi dUi 



8 ^^ 



V 



uv 



I 9 



/3i , |S, , . • • , étant un nouveau système de constantes arbi- 
traires, Téquation 4>(2) = o se trouvera satisfaite quand 
on donnera à ^ la valeur v^ ce qui revient à remplacer z\ 
par if^ . Donc la valeur {^\ de z\ réduira la fonction ^1(2:',) 
à une constante, ou fera qu'elle ne dépende plus de or, 
mais uniquement des valeurs attribuées aux constantes 
arbitraires a, j3, dont on pourra disposer de manière à 
rendre celte fonction nulle, ou à vérifier identiquement 



«^ 
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Téquation 4>i((^',) = o. Dès lors en faisant 



< =«'>',, 



on conclura du théorème II que i^\^i(z\) est la dérivée 
exacte d'une expression 

et qu'ainsi une nouvelle intégration par parties ramènera 
la variation seconde à la forme 

A chaque valeur de z\ qui rend ^i(z\) nul, correspond, 
en vertu de la relation z\ = i^\ z\ une valeur de z"^ qui 
réduira ^%(z^) à une constante; or si l'on pose 

df df df , , , 

" = ^'5â;-^^*5^,-^--^^-5^' " = """ -.=^-^. 

on pourra disposer des nouvelles constantes arbitraires 
7i ) 7» î — j de manière à vérifier l'équation 4>i(w'J = o 5 
donc w\ sera une valeur de z\ qui rendra la fonction 
4>j(z'^) indépendante de or, et qui par une nouvelle rela- 
tion convenable entre les constantes arbitraires rendra 
cette fonction nulle, en sorte que l'équation 4>j(w''j) = o 
sera identiquement vérifiée. Dès lors, si l'on fait 

la variation seconde prendra la forme 

or, 

Une nouvelle transformation semblable conduira à 
exprimer la variation seconde par une nouvelle fonction 
indéterminée .z^? ^^ amènera^ 2/t nouvelles constantes 
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arbitraires, liées entre elles par trois équations de condi- 
tion.' En|coDtinuant ainsi, on arrivera nécessairement 
à. une équation 



(.8) 



=J 'z':'i,.(.ï)dc. 



'■=;^ 


. B,= 


A, «S C, 


et par suite 








Q. 


rf'V 


valeur qui, 


substituée dans 1 


prendre^ta 


forme 





danslaquelte<l'„(zj" ) aura la forme Q„z' .Le coefficient 
Q„ est d'ailleurs facile à déterminer, car on a 

D, =; C(f;',etc., 



iriation seconde, lui fait 



93. Avant de tirer de cette forme dernière de â'S des 
conclusions délînitives, il est bon de rappeler les substi- 
tutions qui y ont conduit, et de passer en revue les di- 
verses formules qui doivent servir au calcul du facteur 

uv'^w" . . ,z^" . Soit toujours 

l'expression la plus générale de y ea x qui satisfasse à 
l'équation différentielle de l'ordre an, (P) = o, et dont 
on a déterminé les an constantes arbitraires a, , ai , . . ■ 
de manière à rendre nulle la variation complète de l'in- 
tégrale S =/Vfir. Pour amener la variation seconde à 
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la forme voulue, on écrira d'abord les n équations 

4f df df 

« = a. ^- -f- a, -:^ H- . . . H- a^ — - , 

df df df 

«' = 7» 3 '"72 3 h...-l-72n3 — ' 



dans lesquelles a, (3, y, . . . sont des constantes arbitraires 
en nombre iv}\ ensuite on fera successivement 

jt n II 
» 22=«'î2a» 

> 

et Ton tirera l'une après l'autre de ces équations les va- 
leurs des quantités i/, v ^ , tv", , - . . exprimées au moyen des 

fonctions —^ -;—>••• 9 -; — ? et des constantes a, 6, y, . . . . 
day dui da-xn 1 \ 1 1 ^ 

Ces constantes ne sont pas tout à fait indépendantes les 

unes des autres, car elles doivent satisfaire aux — 

1 .2 

équations suivantes : 

(^^) <!>,«) = G,..., 



J 



les fonctions 4>i, 4>i, . . . , étant définies par les équations 

Ajoutons que le nombre de constantes réellement indé- 
pendantes éprouve encore une réduction considérable par 

le fait que le produit up»', w^ . . . z]^' ne renferme que des 
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combinaisons particulières de a, |3, ^, • . . , ou plutôt seu- 
lement les rapports de ces combinaisons, entre lesquelles 
il existe en outre un certain nombre de relations iden- 
tiques. Nous ne pouvons signaler ici que d'une manière 
vague cette réduction , qui se présente d'ailleurs d elle- 
même dans les cas particuliers. 

Le facteur z^^^ , le seul qui dépende de Ija variation iy 

ou ^, est une fonction linéaire de z^ z', -z", . . . , ^^"\ 
comme on le prouverait sans peine en exprimant succes- 
sivement z\^ z\^. . , en z k l'aide de la dernière colonne 
des équations (21), auxquelles on peut donner la forme 



a 

> ■ ■ ■ ™ < 

dx 






94. La théorie des déterminants fournit du reste un 

moyen très-simple d'exprimer le produit uu^'w\, . .2^" 

en fonction de w, i^, w, . . . , r, comme l'a prouvé M. Hesse 
[Journal de Crelle, t. UV, p. 227 et suiv.) dans un ex- 
cellent Mémoire, auquel nous avons emprunté une partie 
des développements qui précèdent. M. Hesse commence 
par énoncer le théorème suivant : 

« En désignant par a, è, c, . . . , w H- i fonctions d'une 
seule variable et par a\ a!' ^ . . . , a^"^ les dérivées succes- 
sives de la première fonction , par t', V\ . . . , fe^"^ celles 
de la seconde, etc., on a - 






X«+-i 



a a' . , .a(«> 
c c' ,., ci") 



X étant une constante ou une fonction quelconque de la 
variable indépendante. » 
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On établirait sans peine ce théorème en développant 
les dérivées qui entrent dans le premier membre, et s' ap- 
puyant de ces deux propriétés connues des déterminants : 
i^ qu'on peut ajouter ou retrancher à tous les éléments 
d'une même colonne des quantités respectivement pro- 
portionnelles aux élémens d'une autre, sans altérer la va- 
leur du déterminant^ 2^ que si l'on multiplie chaque 
élément d'une colonne par un même facteur X, le déter- 
minant entier se trouvera multiplié par ^. 

Gela posé, considérons le déterminant 



D = 



z z' . . , «('»> 



remplaçons i/, ^'j w, . . . z par leurs valeurs, 



M . I , UV.^ UWx uz 



't> 



• >•••> 



tirées de la première ligne des équations (21), il viendra 



D = u"^' 



f n 



/ n 



. ,V 



(n) 



(n) 



w^ a\ , . .fvj 






Substituant à i^\ , iv, , . . . , z\ leurs valeurs 



p,.i, 



f r 



21 • • • > 






tirées de la seconde ligne des équations {21) , on trouvera 
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de même 
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D = 



I 



w. 



w 



in) 



,(«) 



et, en continuant ainsi, on arrivera enfin à Téquation 



(23) D 

Le déterminant 



a/H-. / V""~' . . . a^'•^ 

I 3 n 



D„ = 






qui se déduit de D en supprimant la dernière ligne et la 
dernière colonne, se réduira de même à 



D. 






En divisant le premier déterminant par le second, on aura 



t n (n) . 

D '^ 



c'est la valeur cherchée du produit en question, et la va- 
riation seconde deviendra, par conséquent, 



(25) 



S' S 



__ /*'« d'y D^ 



dx. 



La variation ây ouzj avec ses dérivées, entre unique- 
ment dans le numérateur D, et si l'on représente par Dp 

la dérivée- — -5 laquelle à son tour est un déterminant 

indépendant de z^ 2', . . . , z^"\ le rapport des deux déter- 
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minants contenus dans d^S s'exprimera ainsi : 

DÛ"* D„ 

95. Cette discussion a été nécessairement un peu longue, 
mais par compensation les conclusions qu'on en tire sont 
très-simples. La forme (19) ou (26) à laquelle nous ayons 
pu ramener la variation seconde de l'intégrale fWdXy 
prouve, en effet, que le caractère distinctif du maximum 
et du minimum se trouve uniquement dans la dérivée 
partielle du second ordre 

Si cette dérivée reste toujours positive ou toujours né- 
gative entre les limites de l'intégrale pour la relation entre 
X ely soumise à l'examen, cette relation correspondra 
dans le premier cas à un minimum, dans le second à un 
maximum de l'intégrale^ mais si elle change désigne 
entre les limites dont il s'agit, il n'y aura ni maximum 
ni minimum. Dans ce cas, en effet, on pourrait évidem- 
ment disposer de la fonction arbitraire z ou (îy , contenue 
dans le facteur D, de manière à rendre à son gré la partie 
positive de l'intégrale (aS) plus grande ou plus petite que 
la partie négative^ et par conséquent la variation seconde 
d* S sérail elle-même susceptible de changer de signe. 

Dans ce que nous venons de dire, nous avons supposé 

implicitement que ni la dérivée , , ,, » ni le facteur ~- ne 

deviennent infinis pour aucune valeur de x comprise entre 
les limites Xx^Xt^ et nos conclusions ne seraient plus légi- 
times s'il en était autrement, parce qu'alors la variation 
seconde (Î*S pourrait elle-même devenir infinie, ce qui 
rendrait incertaine l'existence du maximum ou du mini^ 
mum. La règle que nous avons énoncée ne sera donc rigou-- 
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reusement établie, qu'autant qu'il sera démontré qu^on 
peut trouver pour les constantes a, |3, . . . , «i, j3j, . . . , un 
système de valeurs qui satisfasse à la fois aux conditions 
(2S1) et qui ne rende D„ nul pour aucune valeur de x com- 
prise entre les limites dé l'intégrale. La question de recon- 
naître s'il existe ou non un pareil système de valeurs, est 
en réalité la partie la plus délicate de la théorie de Jacobi, 
et elle attend encore sa solution générale. 

Nous n'avons plus à examiner ici le cas où ~ pourrait 

être constamment nul entre les limites de l'intégrale, car 
nous avons déjà fait remarquer, au commencement de 
cette leçon, que si l'on pouvait admettre une valeur de iy 
qui rendît constamment nulle la fonction sous le signe 
intégral dans la variation seconde, on n'aurait affaire ni 
à un maximum ni à un minimum de l'intégrale proposée. 

96. Après avoir exposé la méthode générale par la- 
quelle on distingue les maxima et les minima des inté- 
grales simples, renfermant une seule fonction inconnue y 
avec ses dérivées successives jusqu'à un ordre quelconque, 
nous allons faire l'application de cette méthode aux cas 
particuliers les plus ordinaires. 

Supposons d'abord que dans Tintégrale 



=r 



\dx, 



dont il s'agit de trouver le maximum ou le minimum, Y 
ne renferme que x e\.j\ soit de plus 

la valeur de y qui rend nulle la variation première de 
l'intégrale, la variation seconde se réduira, pour cette 
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même valeur de ^, à 



=1 ■^"' 



d'où il résulte immédiatement que le maximum ou le 

minimum a toujours lieu, lorsque la dérivée -j-j reste 

constamment soit négative soit positive, sans devenir in- 
finie, mais quMl n'y a, au contraire, ni maximum ni mi- 
nimum toutes les fois que cette dérivée change de signe 
entre les limites de l'intégrale. 

97. Considérons en second lieu le cas où la fonction Y 
dans l'intégrale fYdx renferme x^y^y. Soit 

la solution qui rend nulle la variation première; dési- 
gnons, pour abréger, par r,, r» les dérivées partielles —^ 

-J-' Nous avons vu (n** 82) qu'en donnant à 5y la valeur 

«i'*! -H «t''i5 ^u ^\ étant des constantes arbitraires, on 
rendrait nulle la variation seconde d'S, et qu'il n'y aurait, 
par conséquent, ni maximum ni minimum, si iy pouvait 
recevoir cette valeur dans les conditions du problème, qui 
exigent que ^y soit nulle aux deux limites de l'intégrale. 
La première condition du maximum ou du minimum est 
donc que l'équation 

rx a, 
a,r, -|- ajra= o, ou — = = /w, 

m étant arbitraire, ne puisse avoir lieu à la fois aux deux 
limites de l'intégrale, ni même pour deux valeurs quel- 
conques de X con^jrises entre x^ et x,, c'est-à-dire que le 
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rapport - ne passe pas deux fois par une même valeur m, 

lorsque x augmente continuellement depuis Xi jusqu'à x^ . 
Si cette condition est remplie , on examine de plus 
près la variation seconde 



f 

oc. 



laquelle, en faisant z = ây et m = a, r, ~f- «jr, , prend la 
forme 

Comme la variation seconde ne peut non plus devenir 
infinie, sans que Texistence du maximum ou du mini- 
mum soit compromise, il faut en second lieu qu'on puisse 
assigner aux constantes arbitraires oci, a^ des valeurs 
telles, que le dénominateur u ne s'évanouisse pas, c'est- 
à-dire que l'équation 









r, a. 


air,-h ajra = 


= 0, 


ou 


~ m 



ne soit vérifiée pour aucune valeur de x comprise entre 

Xi et Xs. Or cela est toujours possible pourvu qu'il existe 

»• 
une valeur que le rapport - ne prenne pas entre les li- 

mites de l'intégrale , puisqu'il suffit alors de donner à m 

ou à ^ précisément cette valeur. La nouvelle condi- 

tion du maximum ou du minimum est donc que le rap- 
port - ne prenne pas, entre les limites de l'intégrale 
toutes les valeurs possibles depuis — 00 jusqu'à -f- 00 . 
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Le rapport - jouit d'une propriété remarquable que 

nous allons indiquer. Comme rj et rj aussi bien que la 
fonction plus générale «iTi -H agTj sont des valeurs de dy 
ou de z qui rendraient nulle l'expression S (P), à laquelle 

d.A. zf 
on peut donner la forme AoZ -j^ — 5 on aura identi- 
quement 

. rf.A.r', ^.A,/, 

ou bien, en éliminant Ao et intégrant, 



dx A, rj 



Cette dernière équation , dans laquelle C est une con» 
stante arbitraire, et Ai = -77^ » montre que la dérivée de 

r . ■ d^y 

- ne change pas de signe quand -j-^ n'en change point, 

ce qui d'ailleurs est une des conditions essentielles du 
maximum ou du minimum. Il en résulte que le rapport 

- est sans cesse croissant ou décroissant ^ que s'il est crois- 

''2 

sant, après avoir atteint la valeur + 00 , il passera brus- 
quement à — oQ pour croître de nouveau ; que s'il est 
décroissant après être devenu égal à — 00 , il deviendra 
subitement -H 00 pour décroître encore 5 de sorte qu'il ne 
pourra reprendre la même valeur sans passer successi- 
vement par toutes les valeurs possibles comprises entre 

•• 

- 00 et -H 00 . Ainsi les deux restrictions imposées à -' 

par la condition que la variation seconde ne devienne ni 
nulle ni infinie, se confondent en une seule. On voit en 
IV. i3 
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même temjts combien il est essentiel que les limites de 
l'intégration ne soient pas trop étendues. En effet, si l'on 
dît croître la varîahle x à partir de la limite inférieure 

X|, le rapport - croîtra ou décroîtra d'une manière con- 
tinue et pourra, apris avoir passé une fois par l'infini , re- 
prendre, pour une certaine valeur de x, la valeur qu'il 
avait pour xt= Xi\ cette seconde valeur de :r est U li- 
mite supérieure jusqu'à laquelle ou au delà de laquelle 
l'int^ration ne doit pas s'ét>eiidre, pour que le maximum 
ou le minimum puisse avoir lieu. 

Ces conditions préliminaires étant remplies, l'inté- 
grale S sera un maximum si la dérivée -r^^ reste con- 
stamment négative, un minimum si elle reste constam- 
ment positive; mais l'intégrale ne sera ni maximum ni 
minimum si la dérivée dont il s'agit change de signe 
entre les limites Xi et Xt- 



98. Considérons encore t'int^ale /Xdx dans laquelle 
V est fonction de x, y, y', y"\ admettons que 

soit la forme de y qui rende nulle la variation première 
$S; désignons, pour abréger, par 2 la variation ^y^ par 

da, doj da, da, 
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la yariation seconde prendra la ferme 






Entre les huit constantes a, |3, il existe [(2a), n^ 93] 
une certaine équation de condition ({/i(^'J = o, que nous 
n'exàkniiietdiiA point ici. Il est d'ailleurs facile de voit 
que ces constantes n'entrent dans les déterminants D et 
D| que par les six combinaisons 

a, p, — «aPi» «iP» — «a Pi» ^i^* — «4 pi > 
«a p8 — «8 Pa > «a p4 — «4 pa > «a P4 «4^1 

liées t^utre tlles par u»è relation identique; car si^ au 
produit de la première et de la dixième combiuaison, on 
ajoute celui de la troisième par la quatrième, on retrouve 
identiquement le produit de la seconde par la cinquième. 
Ajoutons que la variation seconde d*S ne contient que le 
rapport de ces combinaisons, de sorte que le nombre des 
constantes réellement arbitraires se réduit à trois. 

Cela posé, pour l'existence du maximum ou du mini- 
mum, il faut : 

i^ Que Sjr n'admette pas de valeur qui rende nulle la 
variation seconde J' S, c'est-à -dire qu'il n'existe pas de 
valeurs des constantes a^ <Xt, ces, a^^ différentes de zéro, 
au moins quant à quelques-unes d'entre elles, qui puissent 
vérifier l'équation 

aux deux limites de l'intégrale, ou, en général, pour 
deux valeurs distinctes de x comprises entre ces limites; 
Q? Que la variation seconde ne devienne pas infinie, 
et, en particulier, qu'on puisse assigner aux constantes 
ff, |3 des valeurs qui ne rendent nul le dénominateur 

i3. 
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SECONDE PARTIE. 

APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE ET A LA MÉCANIQUE. 



NEUVIÈME LEÇON. 

Recherche de courbes planes ayant des propriétés de maximum ou mini- 
mum. — Ligne la plus courte entre deux points. — Courbe de longueur 
donnée renfermant Taire maxima. — Courbe qui engendre la surface 
de révolution minima. — Courbe de longueur donnée qui engendre la 
plus grande ou la plus petite surface de révolution. — Courbe de lon- 
gueur donnée qui engendre le solide de révolution du plus grand ou 
du plus petit volume. — Courbe génératrice de la surface de révolution 
qui sous une étendue superficielle donnée renferme le plus grand ou le 
plus petii volume. 



99. Parmi les applications du Calcul des variations 
à la Géométrie, les plus simples sont celles où l'on cher- 
che des courbes planes jouissant de certaines propriétés 
de maximum ou de minimum. L'équation de la courbe 
étant rapportée à un système de coordonnées rectangu- 
laires x^ y, la question revient toujours à déterminer y 
en fonction de x de manière à faire acquérir à une cer- 
taine intégrale ou à une certaine expression définie sa 
plus grande ou sa plus petite valeur. La marche à suivre 
pour résoudre toutes les questions de ce genre ayant été 
expliquée avec détail dans la sixième leçon, il nous suffira 
de passer en revue d'un coup d'œil rapide les formules 
dont nous aurons besoin. 

Dans les problèmes dont la résolution sera Tobjet de 
cette leçon, l'intégrale qu'il s'agit de rendre maximum 
ou minimum ne renferme avec la variable x et la fonc- 
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lionj^ que la dérivée du premier ordre y'. La question à 
résoudre est donc celle-ci : 

Étant donnée unefqncti(xn V ^ ^,y, y\ trower la 
relation entre y et x pour laquelle l'intégrale 






devienne maximum ou n%inimum. 

Si l'on appelle P, Pi , les dérivées partielles de V rela- 
tives ây, jTj , la variation complète de IMnt^rale sera 



'Hy-'-è)"'- 



j \ysx. 



p.^j') 



-r 



(V^or.H^P.^jr). 



La forme cherchée de la fonction y doit rendre iS nulle 
et par conséquent satisfaire d* abord à Téquation différen- 
tielle du second ordre 



(«) 



D '^P' 

*^-^ = *»' 



laquelle, par deux intégrations succe^ves, donn^a U 
relation cherchée entre x^ y^ avec deux constatâtes arbi- 
traires. 

L'équation (i) s'intégre immédiatement une première 
fois lorsque Y ne renferme pas la variable x, n^^is seule- 
ment /> y? €t elle conduit alors (n^'Bl) 4 l'équation 
différentielle du premier ordre 



(^) 



V-P,.r' = ^, 



c étant une constante arbitraire. 

Lorsque V ne renferme pas y, on a P = o, et Téqua- 



ï. 



■ I 1 1 ^ 
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dx 



lion (i), devenue -r-^ = o et intégrée, donne 



Pi = constante. 

Dans le cas plus particulier encore où V et par consé- 
quent Pj est fonction de la seule dérivée j/, il en résulte 
y* == constante, et, par suite^ en désignant par a eib des 
constantes arbitraires 

équation d'une droite qui est alors 1« ligne ckeirchéeu 

Ltes équations aux limites se modifient selon les res- 
trictions imposées aux valeurs limites de Xy y^ ou aux 
points extrêmes de la courbe cherchée. On remarque sur-^ 
tout les cas suivants : 

i** La courbe doit être menée entre deux points fixes, 
— Les valeurs limites de x^y^ étant données, la variation 
dS ne fournira aucune nouvelle condition relative aux 
limites. 

7? La courbe doit être menée entre deux droites fixes 
parallèles à Vaxe des y. — Les valeurs limites de x 
étant données et celles de y restant variables, on aura 
(n^ 57, 1°) les nouvelles conditions 



P. = o, ^ P, = o; 



on les énonce plus simplement en disant que Téquation 

(3) P, = o 

doit être vérifiée aux deux limites de la courbe. 

3^ La courbe doit être menée entre deux droites 
fixes parallèles à l'axe desx* — Les valeurs limites de 
y étant données et celles de x restiant variables, on aura 
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(n** 57, 3°) les équations aux limites 

/X IX 

'(v-p.y) = o, I V-P./) = o, 

01^, plus simplement^ 

(4) v--.p.y=o 

pour chacune des limites de la courbe. Dans le cas parti- 
culier où V ne renferme pas x^ nous avons vu que l'é- 
quation générale de la courbe prend la forme V — l?^y=i c ; 
la condition (4) exige alors qu'on ail c = o. 

4° La courbe doit être menée entre deux lignes quel- 
conques, — Soit j" = f (a:) Téquation de l'une ou de l'autre 
de ces lignes ^ les coordonnées de l'extrémité correspon- 
dante de la courbe étant assujetties à vérifier cette même 
équation doivent en outre (n? 57, 4°) satisfaire à celle-ci 

(5) V-[r'~f'(^)]P. = o, 

condition qui, en vertu de l'équation (2), se réduit sim- 
plement à c -f-Pif'(^) = 0, lorsque V ne contient pas x. 

Les équations aux limites, jointes aux restrictions posées 
à priori, serviront toujours à déterminer soit les points 
extrêmes de la courbe, soit les constantes arbitraires con- 
tenues dans son équation. 

Les formules simples que nous venons de rappeler 
suffisent à la résolution des problèmes suivants : 

Problème I. 

100» Trouyer la ligne la plus courte entre dpux 
points donnés, 

La longueur d'une courbe plane étant en général ex- 
primée par l'intégrale 



L 
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il s'agit de déterminer j^ en fonction de xde manière que 
cette intégrale soit un minimum. En conservant les no- 
tations du numéro précédent , on a 

v=v/m^, P = o, P.= -j=^1==, 

et Téquation indéfinie P r- = o devient 

— — = o , ou Pi = constante. 
(ùr • 

Il en résulte 

et en intégrant 

(i) j = flj:H-^, 

équation d^une droite qui est la ligne cherchée. Les con- 
stantes arbitraires a et b seront déterminées par la con- 
dition que la droite doit passer par les deux points 
donnés. 

L'examen de la variation seconde (n® 97) montre que 
le minimum a réellement lieu, pourvu que les deux con- 
ditions suivantes soient remplies, à savoir : i® que le 

rapport des deux dérivées ;t- » ;^ ne prenne pas la même 

valeur pour deux valeurs différentes de x, comprises 
entre les limites de Tintégration ; 2^ que la dérivée par- 

tielle du second ordre -7-7; reste constamment positive 

entre ces mêmes limites. Or, on a dans le cas actuel 

da_ d^ _ I 

do 
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valeurs qui satisfont évidommeut aux ooodiiious ckml il 
s'agit. Dottc la solution (i) correspond à un vrai muimuoi 
de l'intégrale proposée. 

Considérons maintenant quelques modifications du 
problème que nous venons de résoudre. 

i^ Si Ton ne fixe que les limites de or, en laissant indé- 
terminées les valeurs limites de^, ce qui revient à cher- 
cher la ligne la plus courte entre deux droites parallèles 
à Taxe desj^, l'équation indéfinie (i) restera la même et 
l'on aura en outre 

P, = o, ou jr'=Oy 

pour les deux limites, ce qui prouve que la ligne minima 
est perpendiculaire aux deux droites parallèles. 

2** Si l'on fixe, au contraire, les valeurs extrêmes de^, 
sans déterminer celles de a:, c'est-à-dire si l'on cherche 
la ligne la plus courte entre (kux droites données paral- 
lèles a Taxe des âP> l'équation 

V-P./==o, 
qui alors aura lieu aax% deux limites, donne 

et prouve ainsi que la ligne cherchée est eiicore perpen- 
diculaire aux deux droites données. 

3^ Considérons enfin le cas plus général où les ex- 
trémités de la ligne cherchée sout seulement assujetties à 
se trouver sur deux courbes doimées. Soit y^=zf^x) l'é- 
quation de l'une de ces courbes, par exemple de celle qui 
correspond à la limite inférieure, de sorte que la fonc- 
tion y soit assujettie à priori à la restriction 



J 'jr-f(x)| = o; 



on aura pour la même limite la condition 

v—[r'-r(^)]Pi=o, ou i+/f'(a:) = o, 

et on en conclura que la ligne chercliée, qui est toujours 
une ligne droite , est normale à chacune des courbes li- 
mites données. 

Problème II. 

101* Une courbe plane étant donnée, trouver une 
seconde courbe de longueur donnée et telle ^ que Vaire 
comprise entre les deux courbes soit un maximum. 

Soity=s{{x) Téquation de la courbe donnée; l'aire 
qu'il faut rendre maximum, et la longueur de Tare qui 
doit rester constante, étant exprimées respectivement par 
les intégrales 

le probl&me se rédaira à chercher le maximum ab9Qlu de 
la somme 

c étant une quantité constante , mais inconnue , dont on 
disposera à la fin du calcul de manière que l'arc de courbe 
cherché ait la longueur requise. On aura 



v=r— fW-^v^TTZs P = i> Pi = 






la formule P ^ = o donnera successivement 

dx 

I — -^ ï;? o, Vi=:^Jr— tf, 

, lh(x — a)da: 
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et, en intégrant, 

équation d'un cercle qui est la ligne cherchée. 

Puisque les extrémités de l'arc doivent se trouver sur 
la courbe donnée, les valeurs limites dex^y sont liées 
entre elles par les conditions 

'Lr-f(*)]=o, ^ \y-l{x)]=o, 

dont il faut tenir compte dans la recherche des équations 
\ aux limites. On trouve alors (n^ 57, 4°) pour chacune 
des limites 

V — [/ — r(a:)]P. = o, 
OU 

(2) l+/f(x)=0, 

équation qui exprime que les deux courbes sont normales 
l'une à l'autre aux points de leurs intersections. 

Il en résulte, en particulier, que si la première courbe 
est une droite, la seconde, dont la longueur est donnée 
et qui circonscrit avec la première la plus grande aire 
possible, sera une demi-circonférence. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les points 
extrêmes de l'arc cherché pouvaient se déplacer sur la 
, courbe donnée y=({^x). Si, au contraire, ces points 
étaient entièrement fixes, il n'y aurait plus d'équation 
aux limites, et les constantes a, i, c seraient déterminées 
par les conditions que l'arc de cercle doit passer par les 
points fixes et avoir entre ces points une longueur donnée. 

Problème III. 

102. Entre deux points donnés^ mener une courbe 
telle ^ que la surface engendrée par sa ré\^olution autour 
d'un axe donné soit un minimum. 
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Si Ton prend Taxe de révolution pour axe des x^ l'in- 
tégrale quHl s'agit de rendre minimum est 



On a donc 



X. 



*f 



V=^V^i4-/% ^=:VH-/% P.= 



rr' 



et la fonction jr doit satisfaire à l'équation 

P-^ = o 

Or, comme V ne renferme pas explicitement la variable 
indépendante x^ cette équation différentielle du second 
ordre s'intègre immédiatement une fois (n** 61 ) et donne 

V — P./ = a, 
ou, en substituant les valeurs de V et de P» , 

'■' ^="' 

a étant une constante arbitraire. Il en résulte 



a ^ jj — a} 



et, en intégrant de nouveau, 



,_fc = ±«/^LtV£l:zf!, 



i étant une nouvelle constante arbitraire. De cette der- 
nière équation, on tire successivement 

X — h 

r ■+■ Vr' — «' = «<? ** 9 

a: — h 



r — yy^ — a^ z^ ae ** ^ 
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et par suite 






équation d'une chaînette, qui est la courbe cherchée. Si 
l'on appelle directrice la droite par rapport à laquelle la 
chaînette a la propriété caractéristique d'aroir son rayon 
de courbure égal à la normale, on peut ajouter que la 
chaînette a poUf directrice l'axe même de révolution. 

Les limites de l'intégrale, ainsi que les valeurs limites 
de^, étant fixes, il n'y a pas d'équations aux limites; on 
disposera alors des constantes a et £, de manière à faire 
passer la chaînette par les deux points donnés. Si ces 
points n'étaient pas fixes, mais seulement assujettis à 
se trouver sur deux courbes données, et que jrz=((x) 
fàt l'équation de l'une ou de Tautre de ces courbes, on 
aurait pour la limite correspondante 

V — [/-.f(x)]P.=:o, ou i-H/r(ar)=:o; 

la chaînette devrait donc être normale à chacune des 
courbes limites. 

103. Nous venons de dire que, lorsque les deux points 
extrêmes sont donnés, les constantes a, b doivetit être 
déterminées par la condition même que la chaînette passe 
par ces points. Mais pour que cela sOit possible, c'est-à- 
dire pour qu'on puisse joindre les deux points donnés 
par une chaînette ayant pour directrice l'axe de révolu- 
tion, la distance entre ces points ne doit pas excéder tinè 
certaine limite qui dépend de leurs ordonnées ou de leurs 
distances à l'axe. Remarquons d^abord que si l'on prend 
pour origine des coordonnées le point de Taxe auquel 
correspond la plus petite ordonnée ^ = a, on aura b = o; 
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Tëquation de la chaînette prendra la forme plus simple 



(3) y 



-4J--''^' 



et l'on trouvera, en divisant par x^ 



X X 



jr I ^"-htf 

X 2 X 



a 



jQr, ce rapport ne peut varier qu'entre certaines limites 
qui sont les mêmes pour toutes les chaînettes comprises 
sous la forme (3), ou qui ne diffèrent que par le para- 

mètre a \ en effet, pour trouver la valeur de - qui rende 



y • 

" maximum ou minimum, on pose 

X 



(4) 

OU 



(X x\ / X x\ 




OU trouvera, par des approximations successives, 

X 

- = ± 1,19968. . . 



A cette valeur de - correspond 



^=: 1,81017, ^md: i,5o888. 



a X 

Si Ton fait 

k = 1 ,5o888 3= tang(5&>E8'), 
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le rapport - ne peut avoir de valeur positive ou négative 

inférieure à ±k\ la chaînette se trouvera donc tout en- 
tière au-dessus des deux droites passant par l'origine et 
représentées par les équations 

Ces deux droites sont évidemment tangentes à la chaînette. 
En effet, on a généralement 



(X x\ 

.-■-r=), 



et l'équation (4), qu'on peut écrire comme il suit, 



donne 






ce qui exprime qu'aux deux points de la chaînette pour 
lesquels l'équation (4) a lieu, et dont nous venons de dé- 
terminer les coordonnées, les tangentes passent par l'ori- 
gine et coïncident avec les deux droites limites. 

Il est donc démontré que si l'on mène par l'origine des 
coordonnées deux droites faisant chacune avec l'axe des 
or, de part et d'autre, un angle de 56^ 28' à très-peu près, 
toute chaînette représentée par l'équation ( 3 ) sera com- 
prise dans l'angle supérieur formé par ces droites, et 
qu'elle sera touchée par ces mêmes droites aux points dont 
les coordonnées sont or = ± 1,19968 a, ^ = 1,8101 7 a. 

Il en résulte qu'il n'est pas toujours possible de dé- 
terminer les constantes a et i dans l'équation (2) de 
manière à faire passer la chaînette par deux points don- 
nés A et B. Si par le point A on mène une droite AC 
qui rencontre l'axe de révolution en C sous un angle de 



COURBES PLANES. 209 

56** 28', et par le point C une seconde droite CD égale- 
ment inclinée sur cet axe, il faudra que le point B se 
trouve au-dessus de la droite CD ] autrement la chaînette 
ne pourra plus être tracée, et le problème de minimum 
n'aura pas de solution. 

i04. Pour interroger la variation seconde, dîfférentions 
tour à tour l'équation (2) 

X — h X — h 



^' a , ^ a 



2 ^ 



par rapport à x, a, 5, il viendra 

/ X — b X — b 



(x-^b _ x — 5 \ / x-^b x—b\ 

(x — b X — i 

e — e 



ou 



dy y—(^'—b]x' dy 



da a db 



' 3I = -r 



/ 



L'existenc« du minimum exige d'abord que le rapport 
des dérivées —, •^•> et, par conséquent, la fonction 

X — ^9 ne prenne pas deux fois une même valeur entre 

les limites Xi, Xf Or, cette fonction exprime Pabscisse du 
point où la tangente à la chaînette rencontre l'axe des x. 
Donc, en admettant que A et B {fig» 3, p. 2i3) soient les 
points extrêmes de Tare de chaînette que l'on considère, 
si par le point A on mène à la chaînette une tangente 
IV. 14 



2IO 
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AG qui rencontre Taxe des or en G, et par le point G une 
seconde tangente GD qui touclie la chaînette en D, D sera 
la limite que la seconde extrémité B ne peut ni atteindre 
ni franchir sans que Tare AB cesse d'avoir la propriété 
d'engendrer une surface minima. En d'autres termes, il 
faut que les tangentes menées à la chaînette aux deux 
points extrêmes A, B se coupent au-dessus de Taxe de 
révolution, sans cela le minimum n'aura pas lieu. 

Lorsque cette première condition est remplie, on 
peut affirmer que l'intégrale proposée est un véritable 
minimum, puisque la dérivée seconde 






(i+r'^) 



s 

'M» 



re^te constamment positive. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de mener entre 
deux points A et B (^g* 2), situés à distance égale de 
l'axe XX', une courbe telle, que l'aire engendrée par sa 

Fig. 2. 




révolution autour de cet axe soit un minimum. Prenons 
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sur cpt axe un point G également distant de A et de B, 
et menons les droites CM, CN, faisant Tune et l'autre 
un angle de 56^ 28' avec Taxe XX'. Cela posë^ le pro- 
blème de minimum n'aura pas de solution si les points 
A, B se trouvent en dehors de l'angle MCN. Lorsqu'ils 
sont compris dans cet angle, la courbe cherchée est une 
chaînette tangente aux deux droites CM, CN^ Or, par 
les points A, B on peut évidemment faire passer deux 
chaînettes distinctes MABN, AM'N'B, tangentes l'une et 
l'autre à ces droites. Sur la première les points de con- 
tact M, N se trouvent au delà des points A, B ^ sur la se- 
condci au contraire, les points de contact M', N' sont 
compris entre A et B. C'est la première chainette qui 
donne seule la solution du problème. 

On comprend d'ailleurs facilement pourquoi la chaî- 
nette AM'N'B ne peut pas être la courbe cherchée; car, 
en admettant qu'elle donnât le minimum, et eu prenant 
sur elle deux points a, b au-dessous de M', N' et à des 
distances égales de Taxe XX', ce ne serait plus l'arc a&, 
mais la nouvelle chainette amtib qui donnerait le mini- 
mum, et ainsi de suite. 

i05. Nous ajouterons encore quelques considérations 
géométriques qui serviront à répandre une nouvelle lu- 
mière sur les résultats de cette discussion. La différen- 
tielle de Faite U eBgendrée par la révolution de la chaî- 
nette étant 



dV =: 27rjr V^l -H y dx , 

si l'on exprime dx par dy et qu'on élimine v^i -h-j^'* au 
moyen de l'équation (i), on aura 

'4- 
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et ea intégrant 



const. 



Si l'aire U et les abscisses x sont comptées à partir du 
cercle engendré par la plus petite ordonnée j- = a, cette 
expression deviendra 

U = TT ( j s/jr^^a^ + ûx ) = ir a (jjr' -h J? ) , 

x<j y étant les coordonnées de l'extrémité de Tare. Sî par 
Icf point x^y ou D (^g* 3) on mène une tangente à la 
chaînette, la partie de cette tangente comprise entre la 
courbe et Taxe, ou la droite DC, sera 



p./TTP^ = a[y^l), 



et la surface conique engendrée par celte droite 



K=7r« ( 



r/-.^) 



La diflFérence des deux surfaces engendrées par Tare PD 
et la tangente CD est donc 

U— K = 7ra ( ^— "^ j=: TTfl.OC. 

En désignant par Ut , Kj les surfaces engendrées par Tare 
AP et par la tangente AC, on trouve de même 

U, — K, = — TTfl.OC. 

Ajoutant il transposant, il vient 

UH-U, =K-f.K,. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : • 
Si par un point C pris sur la directrice d'aune chat- 
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nette on mène deux tangentes CA, CD à la chaînette, 
Varc AD et la ligne brisée ACD décriront des surfaces 
égales en tournant autour de la directrice^ 

Fig. 3. 




L'analyse nous a démontré que l'arc de chaînette cesse 
d'engendrer une surface de révolution minîma, lorsqu'il 
s'étend depuis A jusqu'à D, et il est maintenant facile 
d'en trouver la raison. En diminuant très-peu et dans un 
même rapport le paramètre a et les distances CA, CD, CO, 
on détermine les trois points A', D', CV, ainsi que la nouvelle 
chainette A' D' ayant son sommet au-dessus de O' et tan- 
gente aux droites CA, CD dans les points A', D^ D'après 
le théorème que nous venons de démontrer, l'arc A'D' et 
la ligne brisée A' CD' décriront aussi des surfaces de ré- 
volution égales. On pourrait donc, sans altérer l'aire de 
la surface de révolution, substituer à la chainette AD le 
polygone mixtiligne A A'D' D, qui en différera aussi peu 
qu'on voudra, et en continuant ainsi on passerait par des 
déformations insensibles de la chainette AD à la ligne 
brisée ACD. On pourrait même aller plus loin et substi- 
tuer à ACD des courbes qui descendissent au-dessous de 
Taxe des x ; l'intégrale proposée prendrait alors des él^e- 
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dans laquelle c est une constante dont on disposera pour 
donner à la courbe la longueur assignée. Ici : 

comme la variable indépendante x n'entre pas explicite- 
ment dans V, Téquation indéfinie 

P-.^=o 
dx 

s'intègre immédiatement une première fois et donne 

V P,j':=fl, OU / ,. =? a. 

De cette équation résolue par rapport kj' ou ~-> on 

tirera d'abord la valeur de dx exprimée en (fy'^ on inté- 
grera et, après quelques transformations semblables à 
celles de l'exemple précédent, on trouvera 






a et b étant des constantes arbitraires. La courbe est donc 
encore une chainette, dont la directrice, parallèle à Taxe 
de révolution, est située à une distance égale à la valeur 
numérique de c, au-dessus ou aU'-dessous de cet axe^ 
suivant que c est positif ou négatif. 

Lorsque les points extrêmes sont fixes, on détermine 
les cemstantes a^b^c par les conditions que la chaînette 
doit passer par ces points et avoir une longueur donnée. 
Or, il est en général possible de satisfaire à ces condi- 
tions, de deux manières différentes , ou par deux chai^ 
nettes dont Tune tourne sa concavité et l'autre sa con- 
vexité vers Taxe de révolution. La première chaînette 



,Mi|iaipw(»ii>up^^Vni «fi .w«-.^j-»^ T~-* y w-am- | | '^ i-mL' 
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donne la glus grande, la seconde la plus petite surface 
de révolution, puisque y — c, et par conséquent la dé- 
rivée seconde 

d'V _ y~e 

reste, entre les limites de l'intégrale, constamment néga- 
tive si la courbe est concave, et constamment positive 
si la courbe est convexe vers l'axe des x, pourvu toute- 
fois que dans le second cas la chaineile n'atteigne pas l'axe 
de révolution. 

Admettons maintenant que les points extrêmes ne 
soient pas fixes, mais qu'ils puissent se déplacer sur deux 
courbes données; soit y=. i{x) l'équation de l'une ou 
l'autre de ces courbes, on aura pour l'extrémité située 
sur cette courbe 

V-[j-'-f(^)]P,=o, ou .-t-/ft^]=o. 
Une équation semblable aura lieu pour ta seconde extré- 
mité, et l'on en conclura que la chainette doit couper nor- 
malement chacune des courbes limites données. 

Probj-éme V. 

107, Parmi toutes les courbes de même longueur, 
trouver celle qui, par sa révolutiort autour d'un axe 
donné, engendre le plus grand ou le plus petit volume. 

Prenons l'axe de révolution pour axe des x. L'expres- 
sion de l'arc étant f\/i -\-y'*dx, et celle du voltime en- 
gendré par sa révolution -nfy^dx, le problème revient à 
chercher le maximum ou le minimum absolu de Tinté- 
grale 

On a 
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Puisque V ne renferme pas la variable indépendante x, 
on peut immédiatement abaisser d'une unité l'ordre de 
l'équation indéfinie P ~ = o, en écrivant à sa place 

V — P,y=c (n" tjl). Substituant alors à V et à P, 
leurs valeurs, o»trouve 



«'Mj 



c'est l'équation difTéreutielIe de la courbe élastique. Son 
intégrale en xety ne peut pas être obtenue sous forme 
finie; mais en dîfierentiant l'équation (i) et désignant 
par p le rayon de courbure, on trouve 



{>+/•}• 



La ligne qui parmi toutes les courbes de même longueur 

engendre le plus grand ou le plus petit solide de révolu- 

caractérisée par cette propriété qu'en cha- 

payon de courbure est en raison inverse de 

xtrèmes de la courbe peuvent être fixes ou 
i lignes données. Dans l'un et l'autre cas, 
arbitraires seront déterminées d'une ma- 
à celle que l'on a suivie dans les exemples 
précédents. 

La dérivée seconde 

— — "" 
dont le signe dépend uniquement de celui de la constante 
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a, moniTf a positif pour obtenir le 

maximum lf le minimum de Tolnme. 

îVI. 

108. 1 lie, que la surface engen- 

drée par s Vun axe Honné étant con- 

stante, le volume contenu soit maximum ou minimum. 

Soient x, y les coordonnées d'un point quelconque de 
la courbe, l'axe de révolution étant pris pour axe des x\ 
il s'agît de déterminer j' en. fonction de x, de manière que 
Jy ^ i -i-y* 'l-f ayant une valeur donnée, _/y tlx devienne 
maximum ou minimum, ce qui revient à chercher le 
maximum ou le minimum absolu de Tint^rale 



x: 



ijr'—2ayiji-i-r"}dj:. 

V=j'— 2ax\/i-\-x", 



et l'on voit déjà qu'il faut supposer la co 
tive pour obtenir le maximum, négative 
minimum. Dans l'un ou dans l'autre cas, 
doit satisfaire à l'équation différentielle d 

ï. ''Pc ., 1 

P -^ ^ o, que 1 on peut remplacer u 

puisque V ne renferme pas la variable indépendantes, 
par l'équation différentielle du premier ordre 



TqUq eat d<mc Féqnation différentielle de la courbe 
cherqhée. Elle «e permet pas d^exprimer y eux an moyen 
des fonctions dont on se sert dans l'analyse élémentaire, 
mais il est facile d'en tirer une relation finie entre l'arc s 
et Fordonnée. En effet, Féquation (i) étant mise sous la 
forme 

(a) y — 2ajr—z=:c, 

an en tire successivement 

dx __ X* — c dy , v^4û»jr' — (r* — ^)' 

ciB %ay ds lay 

ds^ic ï^:<r , 

et, en intégrant. 



(3) cos (- H-^I = 



A étant une nouvelle constante arbitraire. 

La surface de révolution dont la génératrice est repré- 
sentée par l'équation (1) jouît d'une propriété remar- 
quable que nous allons indiquer. Si l'on différentie cette 
équation , en appelant N la partie de la normale com- 
prise entre la courbe et l'axe des x^ et p le rayon de 
courbure pris avec le signe -|- ou avec le signe — sui- 
Tant que ce rayon fait un angle obtus ou aigu avec les y 
positifs, c'esi-à-dîre suivant que la courbe est concave 
ou convexe vers l'axe des x, en sorte que 



7, 



on trouve sans peine 



(i±yn!, N=wrTF, 



I 1 I 
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Or p €t N sont évidemment les deux rayons de courbure 
principaux de la surface de révolution ; la dernière équa- 
tion exprime donc qu'en chaque point de cette surface la 

courbure moyenne est constante et égale à — • Nous ver- 
rons plus tard que cette propriété appartient en général 
à toutes les surfaces qui sous une étendue donnée ren- 
ferment un volume maximum. 

109. M. Delaunay a donné [Journal de Lioui^ille, VI, 
3i5) une interprétation géométrique très-élégante de 
l'équation (i) en montrant qu'elle appartient à une 
courbe décrite par l'un des foyers d'une ellipse ou d'une 
hyperbole qui roule sans glisser sur Taxe des x. 

En effet, supposons qu'une ellipse dont les demi-axes 
sont aelb roule sur Taxe des x. Son foyer F décrit une 
courbe qui , d'après une propriété générale des épicy- 
cloïdes , a pour normale la droite menée du point F au 
point K où l'ellipse mobile touche l'axe des x. En dési- T 

gnant par x, y les coordonnées du foyer F et par r le 
rayon vecteur FK , on a donc 

, dx 

•^ = -'57' 

le second membre devant être pris avec le signe H- ou 
avec le signe — , suivant que le point de contact K se 
trouve à droite ou à gauche (vers les x positives ou les x 
négatives) de l'ordonnée j^. Désignons parj^i l'ordonnée 
du second foyer Fi et par ri le rayon vecteur Fi K mené 
de ce foyer au point de contact K 5 les deux rayons vec- 
teurs r, Tj faisant des angles égaux avec l'axe des x^ tan- 
gent à l'ellipse au point K, on aura de même 

, dx 
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Ajoutant et remplaçant r H- r^ par 2a, il vient 

, dx 

On a d'ailleurs 

Eliminant^ 1 , on trouve 

dx 

(4) y'''^p.iay—-^h^—o. 

Telle est donc l'équation différentielle de la courbe dé- 
crite par le foyer F. , 

On trouverait une équation semblable pour la courbe 
décrite par le second foyer Fj, avec la seule différence 
que si l'on prend le signe supérieur pour la première 
courbe, on devra prendre le signe inférieur pour la se- 
conde^ et "viee versa. Les courbes décrites par les deux 
foyers ne diffèrent, en effet, que par leur position. 

Il suffirait de changer i* en — è* et d'écrire 

dx 

(5) y'^û^iay- ^^ = o 

pour avoir l'équation de la courbe décrite par l'un ou 
par l'autre des foyers d'une hyperbole qui roule sur l'axe 
des a:. 

L'équation (i) pouvant être identifiée avec (4) ou (5) 
suivant que c est négatif ou positif, on arrive ainsi au 
théorème suivant : 

La génératrice de la surface de réi^olution qui sous 
une étendue donnée renferme le plus grand ou le plus 
petit volume, est une courbe décrite par le foyer d'une 
ellipse ou d'une hyperbole gui roule sans glisser sur 
l'axe de réi^olution, 

HO. Les trois constantes arbitraires contenues dans 
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la solution générale du problème seront détekmitiéés de 
diverses manières selon les restrictions imposées aux li- 
mites. Examinons quelques cas en particulier. 

1° Les points extrêmes sont fixes, — Dans ce cas la 
variation de l'intégrale ne fournit pas d'équations aux li- 
mites, mais les constantes se déterminent par la condition 
même que la courbe doit passer par led deux points don*- 
nés et que la surface engendrée par sa révolution doit 
avoir une aire déterminée. 

2** Vune des extrémités de la courbe est fixe et Vautre 
variable, — Les coordonnées de l'extrémité variable 
doivent (n*^ 56) vérifier les deux équations aux limites 

p, = 0, V=o. 

La relation générale V — V^y' = c donne alors c = o, ce 
qui réduit l'équation (i) à 






L'ordonnée y ne pouvant pas être constamment nulle, 
puisque sa valeur est donnée pour la première limite, il 
est permis de supprimer le facteur j^. Résolvant ensuite 

par rapport a y' ou ^ ? on trouve 



et en intégrant, 






(:îr— a)^H-j» = 4ûS 



équation d'un cercle de rayon sa, ayant son centre sur 
l'axe des x. 

Si l'on remarque en outre que les équations P| = o, 
V = o ne peuvent subsister en même temps pour l'extré- 
mité variable qu'autant que son ordonnée y sera nulle, 
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on ea conclura «[ue la courbe est dans ce cas un arc de 
cercle qui aboutît d'un côté à Taxe de révolution, £t dont 
le centre se trouve sur ce même axe. 

3° La courbe doit aboutir des deux côtés à une droite 
parallèle à F axe de réi^olution. — Les valeurs limites de 
j" étant données et celles de x restant variables, on a pour 
chacune des limites la condition 

V-P./=o 

qui revient à 

c = o. 

On en conclura, comme dans le cas précédent, que la 
courbe est un arc de cercle ayant son centre sur l'axe 
des X, 

L'arc de ccjrcle devient une demi-circonférence lors- 
que la droite sur laquelle doivent se trouver les points 
extrêmes coïncide avec l'axe de révolution. Il en résulte 
que de toutes les surfaces de rév>olution la sphère est 
celle qui sous une étendue superficielle donnée renferme 
le plus grand volume. 

m. Dans le premier cas, le problème présente une 
circonstance singulière lorsque les points donnés A et B 
entre lesquels il faut mener la courbe, sont situés sur 
l'axe même des a:, c'est-à-dire lorsqu'il s'agit simple- 
ment de construire sur une base dcHinée A6 une courbe 
telle^ que l'aire de la surface engendrée par sa révolution 
autour de la droite A6 étant donnée, le volume contenu 
soit un maximum. En effet, puisque alors la valeur j^= o 
des d^ux ordonnées extrêmes doit vérifier l'équation gé- 
nérale (i), la constante c sera nulle et cette équation dé- 
viendra celle d'un cercle ayant son centre sur l'axe des x. 
Le solide A^ révolution serait donc une sphère construite 
sur le diamètre A6, solution impossible, puisque cette 
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sphère a une surface déterminée que l'on ne peut pas 
faire égale à une autre aire donnée. 

Ce fait analytique a paru étrange à quelques géomètres, 
parce que, dans leur opinion, le problème doit évidem- 
ment admettre une solution, et ils en ont proposé ré- 
cemment des interprétations très-différentes. M. Jellett 
en conclut simplement que le calcul des variations est en 
défaut; M. Airy croit lire dans les formulés qui ren- 
ferment la solution du problème que la courbe se com- 
pose de deux parties distinctes, à savoir d'une demi-cir- 
conférence de rayon convenable pour engendrer l'aire 
voulue, et d'une portion de l'axe même de révolution. De 
leur côté, MM. Todhunter et Challis, admettant que la 
ligne qui doit unir les points A et B se compose d'abord 
de deux droites, élevées perpendiculairement à l'axe aux 
points A et B, puis d'une courbe joignant les extrémités 
de ces droites, arrivent également à donner une courbe 
discontinue comme solution du problème en question. 

Aucune de ces interprétations ne nous paraît complè- 
tement satisfaisante. L'impossibilité où l'on est de véri- 
fier toutes les conditions du problème indique nécessaire- 
ment qu'il n'a pas de solution, et, si l'on se place au point 
de vue analytique, il n'est nullement étonnant qu'il en 
soit ainsi. En effet, la courbe en question doit être 
choisie parmi toutes celles qui font prendre à l'intégrale 

S y vï+7* ^^ tme valeur déterminée ; or rien n'empêche 
que la courbe soit située en partie au-dessus, en partie 
au-dessous de l'axe des jt, et, par conséquent, que les 

éléments de l'intégrale^yy si i -i-y^dx soient les uns po- 
sitifs, les autres négatifs; l'intégrale elle-même sera alors 
l'excès de la somme des éléments positifs sur celle des 
éléments négatifs , et chacune de ces sommes pourra 
croître sans cesse pourvu que leur différence reste con- 
stante. Donc aussi, l'intégrale fydx dont on cherche 



fTïr* 
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le maximum et qui n'a que des éléments positifs, pourra 

croître indéfiniment sans que l'intégrale ^V sfi^-^y^dx 
change de valeur. De plus, les points A, B étant pris sur 
Taxe même des a:, il est toujours possible de substituer à 
une courbe quelconque menée entre A et B une autre 
courbe infiniment voisine tracée entre les mêmes points, 
et qui doime pour Jy^dx une valeur plus grande, tout 

en donnant pourjy \/i -\-y'^dx la même valeur que la 
première courbe. Il en résulte .que l'intégrale Jy^dx n'a 
pas de maximum, si l'on n'écarte pas avant tout les 
valeurs négatives de l'ordonnée y compatibles avec la 

condition imposée à la seconde intégrale fysti-^y^dx'^ 
or cette absence du maximum devait nécessairement se 
manifester par une solution impossible. 

Il est vrai que si Ton ne considère que des courbes 
situées tout entières d'un côté de l'axe, la génératrice du 
solide qui, sous une étendue superficielle donnée, ren- 
ferme le plus grand volume, sera une ligne composée 
d'une portion de l'axe et d'une demi-circonférence, 
comme M. Airy l'a suggéré; mais ce résultat, facile à 
vérifier par d'autres considérations, n'est pas propre- 
ment une solution du problème analytique dont il a été 
question. 

Problème VII. 

112. Troui^er la brachistochrone ou la courbe de plus 
Dite descente entre deux points. 

Considérons un point matériel soumis à l'action de la 
pesanteur et assujetti à se mouvoir le long d'une courbe 
quelconque. Prenons pour axe des y la direction de la 
pesanteur, et soient a:, y les coordonnées du point mo- 
bile, s l'arc de courbe qu'il décrit, v sa vitesse, t le temps, 
g la mesure de la pesanteur ou la vitesse acquise pendant 
IV. 1 5 
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l'unité de temps (]ans la chute Hbre, on aura 

ds dv ^y S ^J 



dt 



dt ^ ds V dt^ 



et, par conséquent, 

vdv = gdy. 

En intégrant, et désignant par j^i, y^ les coordonnées du 
point de départ, par x^^ y^ celles du point d'arrivée du 
mobile, on obtient 

Al étant la hauteur de chute qui correspond à la vitesse 
initiale. On a d'ailleurs 



ds Cds 



substituant à t' sa valeur, pour obtenir l'expression du 
temps employé par le mobile à parcourir sa trajectoire 
entière depuis le point Xi^ y^ jusqu'au point x^^ y^^ on 
voit que c'est l'intégrale 



3=rvF^^- 



qu'il s'agit de rendre minimum. 

Comme celte intégrale renferme la valeur limite y^ de 
la fonction y^ on aura à suivre la marche indiquée 
n*^ Q!%\, Appelons, comme à l'ordinaire, V la fonction 
multipliée par dx sous le signe intégral, et P, Pi ses 
dérivées partielles prises par rapport à y etj^', la va- 
riation de l'intégrale sera 



f 

'X. 



(V^ar + P.Jj^); 
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OU, si Ton se rappelle que (n® 30) 



rîS 






On a d'ailleurs 






2(r — ri + ^)' 



Cela posé, en égalant à zéro la variation de Tintégrale, 
on trouve d'abord l'équation indéfinie 

i-i-r"-+-2(j--.jr, -f-x)r" = o, 

qui, mise sous la forme 

2 j' df dy __ 

s'intègre immédiatement et donne 

a étant une constante arbitrai re^ Résolvant par rapport à 

i5. 
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y on— 9 il vient 



V ■i.a — {y — y. 



Si Ton fait 

r — -r» H" ^;.= «(i — cosw), 

ce qui est toujours permis, puisque la quantité j^ — -j-i -f-fc 
doit être comprise entre o et 2a, sans quoi le radical de- 
viendrait imaginaire, il viendra 

</^ = a(i — cosc*)</6>, 
et, en intégrant, 

h étant une nouvelle constante arbitraire. 
Les deux équations simultanées 

tx — Xx-\-h =fl(w — sinu) 
jr— jTi-hX' =r a[v — cosw) 

appartiennent évidemment à une cycloïde qui est par con- 
séquent la courbe cherchée. Il serait facile d'éliminer la 
variable afuxiliaîre w et d'exprimer ^ en X5 mais nous 
préférons la forme (i), parce qu'elle se prête plus facile- 
ment à la discussion ultérieure. 

113. On tire successivement des équations (i) 

, sinw w . , w 

r = = cot — > I -h r'' := cosec' -» 

I — cosw 2 2 



cosec'' — cot - 

sjia sjia 






2 



^/Tûsin^ - 



V - P,/ = -Lz, 

y2a 
cot cot — 

_ 2 2 

^2 a 



m«««l 



-^ ^ — - 
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(ùi et o^t étant les valeurs de o) aux deux points extrêmes 
de ]a courbe. Par suite de ces relations, les termes aux 
limites de la variation ^S se simplifient considérable- 
ment et deviennent 

Sx-i -h cet — 0Y2 oxi -\- cet -— ^r, 

(2) — = — : 

Us disparaissent d'eux-mêmes lorsque les points extrêmes 
de la courbe sont donnés, puisque alors les variations 
$Xij Jj:», d^i, $y^ sont nulles*, mais il reste, pour déter- 
miner les constantes a, %, la condition que la cycloïde doit 
paiser par ces deux points extrêmes. Quant à la con- 
stante A", nous avons déjà fait remarquer qu'elle dépend 
de la vitesse initiale que nous supposons donnée. 

Mais si les extrémités de la trajectoire sont seulement 
assujetties à se trouver sur deux courbes, déterminées 
par les équations 

on aura 

Sfi = (p' {xi)Sx, , $Xi = Vi^i) ^-^îJ 

et les termes ( a ) égalés à zéro fourniront les deux équa- 
tions aux limites 

I -h ç'{a?,)cot — = 0, 
(3) 

6>2 

I + >|;'(4?,)cOt — = O, 

qui serviront à déterminer les deux constantes a et A. En 

éliminant cot -^> on trouve la relation simple 

2 ^ 

(p'(a:,) = f (or,), 
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exprimant qu'aux eutrémités de la trajectoire les deux 
courbes limites ont leurs tangentes parallèles. Comme on 
a d'ailleurs en général 



r' =: cet — 5 

2 

la seconde équation (3) prouve, en outre, que la cycloïdc 
est normale à la seconde courbe limite au point d'arri- 
vée du mobile. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille trouver la ligne 
de plus vite descente entre une courbe AC et une droite 
BD (Jig» 4) situées dan* un même plan vertical, et ad- 

Fig. 4. 
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mettons, pour simplifier, que la vitesse initiale soit nulle. 
On prendra pour point de départ le point A où la tan- 
gente AT à la courbe est parallèle à la droite BD, et l'on 
mènera par ce point une droite horizontale AD, sur la- 
quelle on fera rouler un cercle de rayon convenable pour 
que la cycloïde ainsi engendrée, ayant son sommet en A, 
coupe la droite BD sous un angle droit. L'arc AB de cette 
cycloïde sera la courbe cherchée. 

114. Passons maiiitenant à la variation seconde, et exa« 
minons si toutes les conditions de minimum se trouvent 
réellement remplies. La relation générale entre x et jr 



Il ■!!■ 



iZ^i^HM 
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qu'on obtiendrait en éliminant co entre les équations (i), 
renfermant deux constantes arbitraires a et A, il faut 
s'assurer d'abord si le rapport deç dérivées partielles 

— , — ne passe pas deux fois par une même valeur entre 

les limites de l'intégrale S, ou lorsque x croît de Xi à Jt,. 
Or, si l'on diflerentie les équations (i), en y regardante 
comme constante et y^ o), a, h comme variables, on aura 

dh= [ùi — sinui) da -{- a (i — cosoi)doif 
djr = [i — cos<ù)da -j- asin(od(a^ 

et, en éliminant dfot), 

(i — cosoi) djr = (2 — 2COSW — tûsïnui) da -h sinondh 
ou 

sm - «r = 2 sm ces — ]da -{- ces — dn, 

2 \ 2 2 2/ 2 

Faisant tour à tour JA = o, da = o^ on en tire 

dy [ ta tù\ dr w 

-^ = 21 cot - , -_- = cet -, 

da \ 1 1] dh 1 



et, par suite, 



2 I I cot — 

dy ^dy __ \ 2 2 



da' dh b> 

cot- 



(tù &> 



2 



expression qui croit continuellement de o à + 00 et de 

— 00 jusqu'à — TT, lorsque - croît de o à - et de - à tt. 

2 22 

Le rapport -^ : -7T ne prendra donc pas deux fois une 
même valeur pendant que- reste compris entre o et tt, 



■>■' 



i 
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ou Cl) entre o et air, c'est-à-dire tant que le point de dé- 
part et le point d'arrivée du mobile se trouvent sur une 
même branche de cycloïde. 

En outre de cette première condition remplie, la déri- 
vée seconde 



d^y 



y 



sm*- 



est essentiellement positive, et ne devient jamais infinie; 
la solution (i) donne donc un véritable minimum. 
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DIXIÈME LEÇON. 



Suite de la recherche des coufbes planes. — La courbe rapportée à des 
coordonnées polaires. — Cas où l'on prend Tare pour variable indé- 
pendante. — Solide de révolution qui exerce la plus grande attraction 
sur un point donné et dans une direction déterminée. — Courbe qui 
renferme avec sa développée et ses deux, rayons de courbure extrêmes 
Faire minima. — Courbe qui a le plus grand ou le plus petit moment 
d'inertie par rapport à un point donné. — Équilibre d'un fil flexible et 
inextensible. 



115. Dans les problèmes résolus jusqu'ici, nous avons 
rapporté l'équation de la courbe cherchée à un système 
de coordonnées rectangulaires a:,j^, eti regardant j^ comme 
une fonction inconnue de x. Rien cependant n'empêche 
de choisir autrement les coordonnées, et il est quelque- 
fois plus Qommode de remplacer x, y par des coordonnées 
polaires r, ; r désignant le rayon vecteur d'un point de la 
courbe ou sa distance à l'origine, et 9 l'angle que ce 
rayon fait avec un axe fixe. Il s'agit alors de déterminer r 
en fonction de 0, de manière à rendre maximum ou mi- 
nimum une certaine intégrale fYdO, dans laquelle V 

df d^ r 

peut contenir 0, r, -j-, jâ^»*"' ^^ pour résoudre le pro- 
blème sous cette nouvelle forme, il suffira de remplacer, 
dans les formules déjà données (n° 56), x, y^ J^> J^^• • • 
par 0, r, /^, r'^, . . . ; r', r'^, . . . , étant les dérivées de r re- 
latives à 0. 

Prenons pour exemple la question suivante, qui est 
un cas particulier du problème II. 

Quelle est la courbe qui sous un périmètre donné cir* 
conscrit une aire maxima ? 
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On peut rapporter la courbe cherchée à un système de 
coordonnées polaires /% 6. La longueur de la courbe et 
l'aire circonscrite sont alors exprimées par 

et la question revient à chercher le maximum de l'inté- 
grale 

Si Ton appelle, comme auparavant, V la fonction sous le 
signe intégral, et P, Pj ses dérivées partielles relatives 
à r, r', en sorte que 






lar^ 



Téquation générale de la courbe sera 

et, puisque V ne renferme pas la variable indépendante 6, 
elle s'intégrera immédiatement une fois en donnant 



V — P.r'zzrc, ou 7^ — 



aar* 



c. 



L'origine des coordonnées étant arbitraire, on peut la pla- 
cer en un point même de la courbe. On aura alors pour 
ce point r = o, et par suite c = o , ce qui réduit à 



= I 



l'équation de la courbe en question. On en tire 
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et) en iDtégrant, 

r= 2asm(ô -h X-). 

Pour simplifier davantage, on peut prendre pour axe des 
coordonnées la tangente à la courbe. On aura alors, 
pour 0=0, 

r , 

~=o ou tang^ = o, 
r 

ce qui donne 

/- = o et r==2ûsinÔ, 

équation d'un cercle de rayon a. C'est donc au cercle 
qu'appartient la propriété de contenir la plus grande sur- 
face sous un périmètre donné. En vertu du choix d'ori- 
gine et d'axe que nous avons fait, les valeurs extrêmes 
de sont o et tt, celles de r sont o; ces valeurs étant 
données, il n'y a plus d'autres conditions aux limites à 
remplir. 

116. Au lieu de a: ou de 6 on peut prendre pour va- 
riable indépendante une autre variable quelconque, par 
exemple l'arc s de la courbe, qui dans beaucoup de 
cas se présente tout naturellement pour jouer ce rôle; 
mais dans chaque choix particulier il faudra user de cer- 
taines précautions pour que le changement de la va- 
riable indépendante n'altère pas les conditions essen- 
tielles du problème. m 

Considérons, par exemple, le problème déjà résolu 
(ProbL III) où l'on cherche la courbe qui, par sa révo* 
lution autour d'un axe donné, engendre la plus petite 
surface* Si l'on prend l'arc s pour variable indépendante, 
la surface de révolution s'exprime simplement par 
tlti fyds'^ et il semble au premier abord que la question 
se ramène à détermînerj)^ en fonction de j, de manière que 
l'intégrale J yds devienne minimum-, cependant, quelles 
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ç[ue soient les restrictions auxquelles on assujettisse les 
limites de l'intégrale, ainsi formulé analytiquement le 
problème est impossible à résoudre, parce qu'il condui- 
rait, pour première équation de condition, à Téquation 
absurde i ==o; tandis qu'en prenant x pour variable 
indépendante, nous avons obtenu une solution réelle, à 
savoir tlne chaînette ayant pour directrice l'axe des x. 

Cette discordance apparente s'évanouit devant une 
analyse plus approfondie. 11 est vrai que dans Téquation 
d'une courbe quelconque on peut toujours regarder l'or- 
donnéey comme une fonction de l'arc s , mais le contraire 
n'a pas lieu, c'est-à-dire qu'une relation analytique donnée 
entre j^ et 5 ne peut pas toujours représenter une courbe. 
En effet, l'accroissement positif ou négatif Ay de l'or- 
donnée ne pouvant jamais être plus grand que l'accrois- 

sèment As de l'arc, la dérivée -^j dans l'équation d'une 

courbe quelconque, ne peut avoir une valeur positive ou 
négative plus grande que l'unité, ou ne peut varier qu'en- 
tre les limites -h i et — i . Il en résulte que l'équation 

jrzzza^bsy dans laquelle ^ ^ i , 

et une infinité d'autres relations entre j^ et 5, sont géomé- 
triquement impossibles. Cette remarque très-simple ré- 
duit notablement le noqjbre des formes que pourra pren- 
dre l'ordonnée exprimée en fonction de 5. Si l'on n'en 
tient pas compte, si l'on admet indistinctement toutes les 
relations analytiques entre y et 5, sans écarter celles qui 
n'ont pas de signification géométrique, il pourra donc 
arriver qu'une intégrale n'ait plus de maximum ou de 
minimum, quoique la grandeur géométrique qu'elle re- 
présente doive en avoir 5 et c'est en efiiet ce qui rend chi- 
mérique la recherche du minimum de l'intégrale fyds. 



'i » 
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H7. La conséquence de ce qui précède est que dans 
tous les cas où Ton cherche une relation entre l'arc s et 
Tune des coordonnées x, y^ que l'on prenne l'arc s pour 
variable indépendante ou pour fonction à déterminer , il 
faudra, pour rétablir l'équivalence entre la question ana - 
lytique et le problème géométrique dont elle est la tra- 
duction, introduire la restriction nouvelle que la dérivée 

^ ou — doit être comprise entre -f- i et — i . On l'in- 
troduira très-simplement en regardant a:, y comme des 
fonctions de s assujetties à vérifier l'équation 

et il ne restera plus qu'à chercher les formes de ces fonc- 
tions qui conviennent à la question proposée. Dans ces 
conditions, le problème de la surface de révolution mi- 
nima se présente sous ce Qouvel énoncé analytique : 

X et y étant deux fonctions de s assujetties à véri- 
fier V équation 



dx^ dr^ 

déterminer les formes de ces fonctions de telle sorte 
que Vintégrale fyds soit un minimum^ et il se ramène, 
par conséquent, à chercher le minimum absolu de l'in- 
tégrale 

X étant une fonction de s inconnue mais invariable de 
forme, dont on disposera pour satisfaire à la condition 

dx^ dy^ 
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Résolu SOUS cette forme, le problème nous ramènerait à 
la chaînette, comme dans le cas où x était la variable 
indépendante. 

118. Ces considérations sont tellement importantes, 
leur application se présente si fréquemment, qu'on nous 
saura gré d'exposer plus en détail la marche à suivre 
lorsqu'on veut déterminer une courbe plane jouissant de 
quelque propriété de maximum ou de minimum, en pre- 
nant l'arc s pour variable indépendante. Soient x, y les 
coordonnées rectangulaires d'un point de la courbe, 
x\ j/', . . . j^', j" ' ' ' les dérivées successives de x et de j" 
prises par rapport à 5, et supposons qu'il s'agisse de déter- 
miner X et y en fonctions de 5, de manière à. rendre 
maximum ou minimum l'intégrale 



Js, 



Y{s,x,œ\x\y,x\f)ds[*y 



Les fonctions inconnues x^y étant liées entre elles par la 
relation x'*-|-y * — i =0, il faudra à F (5, x, x\ od'^y^y\y") 
ajouter le terme X(a/*-i-y" — i), i étant une fonction 
indéterminée de s^ de sorte que le problème reviendra à 
chercher le maximum ou le minimum absolu de l'inté- 
grale 



dans laquelle 






V = F(*, X, x', x", y, y, y")+\{x'' + y^- ,). 



( * ) Gomme le point à partir duquel Tare est compté est complètement 
arbitraire, on pourrait, sans diminuer la généralité des formules, faire 
s^ =0, s^=.s, s étant la longueur entière de la courbe; inai^ nous conser- 
verons aux limites 5^, 5, leor notation ordipaire, pour que les formules 
perdent moins de leur symélrie. 



mu 



M 



C0UKBS8 FIRMES. ilig 

Désignons respectivement par P, P|, Pi, Q, Qi, Qi les 
dérivées partielles de V prises par rapport à x, x', x", 
yij'ij"'-, la variation de l'intégrale sera 



-X"l(-^^-ï^-)- 






+ P,^+Q,- 




pourvu qu'on comprenne sous le symbole ds, tantôt la 
variation de î,, tantôt celle de Ji, suivant la substitution 
qui l'affecte (n" 25). Égalée à zéro, cette variation donne 
d'abord les deux équations indéfinies ■^^. 



lesquelles jointes à la condition 



serviront à déterminer les fonctions X, jf, ï. 

Lorsque la fonction F ne renferme pas l'arc s, les 
équations (i) admettent toujours une intégrale première 
facile à obtenir. En effet, dans la dérivée totale de V 

^ = P.r'+P,.r"+P,x"'+Qj'+Q,j'' + Q,j.-+^l', 

le dernier terme disparait, puisque A n'entre dans V que 
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SOUS forme linéaire et qu'on a 

Subsliiuant à P, Q leurs valeurs tirées des équations (i), 
on aura donc 

^ = {P,*" + V,x'} 4- (P,x"- P'X) 

-»-{Q.j'"H-Q^./) + (Q.y''-Q'./). 

expression qui se compose de quatre dérivées exactes et 
qui donne par l'intégration 

(a) V = * + P,^'+Q,/H-P,:r"_^:t'4-Q,r"-^/, 

k étant une coastante arbitraire. 

plus facilement parti des termes aux 

19 y remplacerons d'abord les valeurs 

, , dSx dsy , 

is ax, ay, — r— , — ;— , par les vana- 
' •" ds ds '^ 

imites de x, y, j/, y' . Désignons par 

îi ^') *'> ''' ^^ valeurs de x, j/, y, y correspondantes à 

l'une ou à l'autre des extrémités de la courbe, en sorte 

que l'on ait 

5 = /x, s'=/y, , = ly. ,'=}lr; 

le signe de substitution devant porter tantôt l'indice s, y 
tantôt l'indice i, , nous aurons, en prenant la variatioa 
des deux membres (n" 30), 



iï 
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11 en résulte qu'on peut, sous le signe de substitution, 
dans les termes aux limites de (JS, remplacer dx, ày^ 

—T— 9 — r- par les valeurs suivantes : 

as ils '■ 

. $x = 8l — x'$s, ^l^zzz^l'^xUs, 

ds 

» 

ces termes deviennent alors 



[W' 



\H-h (Q,-^\sy, + v,ii'+q,Sn' 



" /> -{^- ^■)''-(«-^v-''"'-*'t- 

Or, en vertu de l'équation (2), le coefficient de ds n'est 
autre chose que la constante A* ; on a de plus 



{ 



^$s = A{Ss2 — S Si) = kd(s2—Si), 



Sf — 5i étant précisément la longueur entière de la courbe. 
Donc les termes aux limites de cîS prennent la forme dé- 
finitive 



AS{ 



Nous pouvons dès à présent et avant tout faire une 
remarque importante. Lorsque la longueur Sf — Si de la 
courbe est déterminée, le terme kd(st — ^1) disparaît 
avec la variation â (Sf — s^) qui est nulle; mais chaque 
fois que la courbe est variable de longueur, ce terme égalé 
à zéro fournit la condition 



IV. 



fcw 
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qui réduit Tëqu a tion (2) à 



V- P, 



ds ) 



ds ) -^ 



V,x" ^(i,x''=o. 



120, Voyons quelles sont, pour quelques restrictions 
particulières, les équations aux limites que la courbe doit 
vérifier. 

1^ La courbe doit être menée entre deux points 
fixes. — Les valeurs limites Ç, r) àe x^ y étant don- 
nées, on a cî^ = o, cJyj = o. Il est vrai que la relation 
générale a/*H-j^'* = i entraîne pour les valeurs limites 
de x', y une relation pareille, ou $'*-4- yj'* = i, d'où il 
semble résulter que les variations ^|', dr/ sont liées 
entre elles par la condition 

mais comme on a déjà tenu compte de cette dépendance 
générale entre xf et j' au moyen du facteur indéter- 
miné X, on n'a plus à s'en occuper, et il est permis de re- 
garder dès à présent JÇ', Jyj' comme arbitraires et indé- 
pendants l'un de l'autre. Les termes en 5^', ^W de la va- 
riation de l'intégrale fourniront par conséquent pour 
chacune des limites les deux conditions 



(3) 



P. 



G 



Q,=:0. 



2*^ La direction de la tangente à la courbe en cha- 
cun des deux points extrêmes est donnée, ces points 
restant eux-mêmes indéterminés. — On a Jg' = o, 
Jyj' rr= o, tandis que ^Ç et $yj sont arbitraires. Les équa- 
tions à vérifier pour chacune des limites seront par con- 
séquent 



(4) 






■■■ 



^LL 



i*MH 



'^ 
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3° La ligne cherchée doit aboutira deux courbes fixes , 
— Soit f (x, j) = o, Téquatiou de l'une de ces courbes 
limites, les coordonnées |, yj de l'extrémité correspon- 
dante de la ligne cherchée seront assujetties à la restric- 
tion 

f(?,>)) = o, 

qui établit entre leurs variations une dépendance mu- 
tuelle exprimée par 

Les termes aux limites en $1 et Syi donnent d'ailleurs 
pour l'extrémité que l'on considère 

ou, en éliminant §E ou Jyj, 

p l£î o - '^^^^ 



d^ dri 

Dans le cas particulier où la courbe limite serait une 
droite, les dérivées -7-5 -- seraient constantes: déplus, 

si cette droite était parallèle à l'axe des x, — serait nulle, 
et l'équation (5) deviendrait 

Pi — -7- = o; 
ds 

elle se réduirait, au contraire, à 

si la droite était perpendiculaire à l'axe des x. 

i6. 
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On aura eu ontre, pour la limite dont il s'agît, 
P, = o, Q, = o, 

chaque fois que l'on n'aura pas fix^ la direction que la 
tangente à la courbe chercltce doit avoir au point ex- 
trême. 

Problème VUI. 

121, Trouver la forme que doit prendre un corps ho- 
mogène de volume donné, pour que Tattraclion qu'il 
exerce sur un point matériel A, dans une direction 
donnée AX, soit la plus grande possible. 

Nous admettons comme évident : i" que le point ma- 
tériel A ne peut pas être sépare du corps, ou qu'il doit 
être pris soit à la surface du corps, soit dans son intérieur ; 
a" que le corps doit être un solide de révolution dont 
l'axe coïncide avec la direction AX; et nous nous pro- 
posons de trouver la génératrice de ce solide. 

Prenons le point A pour origiue et la direction AX 
pour axe d'un système de coordonnées polaires. Soit dv 
nu élément du volume, u sa distance à l'origine, 6 l'angle 
que cette distance fait avec l'axe, <f l'angle dièdre com- 
pris entre le plan méridien de l'élément du et un plan 
méridien fixe. En supposant l'attraction proportionnelle 
à la puissance n""" de la distance, on pourra représenter 
par fiu"dv la force avec laquelle le point A est attiré par 
df, et par 

#=pu"coserf.' 

la projection de cette force sur l'axe AX. On a d'ailleurs 

•iv = u' sin&iludBdrf, 
et par suite 

df= jirt-*-' sin e cos9tlad6df. 
En inlégranl, i" par rapport à y entre o cl an, a" par 
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rapport à u etitre o et r, r étant le rayon vecteur d'un 
point quelconque de la surface ou de la génératrice du 
solide, 3** par rapport à 6 entre o et tt, on trouve pour 
l'attraction exercée par le corps entier sur le point A, 

/=2 7rtt I -sinBcosQdB, 






et pour le volume entier du corps, 






sin9</G. 



Qela posé, il s'agit de déterminer r en fonction de 9, 
de manière que, ^ demeurant constant, /'soit un maxi- 
mum, ce qui revient à chercher le maximum absolu de 
l'intégrale 



X 



TT / ^H+t ^i 



ces 9 — c — ]sinBdBy 



/i-i-3 3 



c étant une constante dont on disposera pour donner à f^ 
la valeur voulue. 

Ce problème se résout immédiatement, et l'équation 
de la génératrice en coordonnées polaires est 

ou 

(i) r"cosO==c. 

Pour n=z — I cette équation représente un cercle 
dont le centre est sur AX et dont la circonférence passe 

par A. 

Pour n = — 2, ce qui est le cas de l'attraction uni- 
verselle, l'équation (i) prend la forme 

(2) r^ = rt' cos 9. 
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Telle est donc Téquation de la génératrice du solide 
cherché, lorsque l'attraction est supposée agir en raison 
inverse du carré de la distance. Le point attiré A est 
situé sur la génératrice, ou sur la surface du solide, puis* 

qu'à 9 = dt- correspond r=: o. Il résulte d'ailleurs de 

la forme de Féquation (2) que 6 ne peut pas avoir une 

valeur positive ou néga ti ve plus grande que db ~ » et que la 

courbe se trouve par conséquent tout entière d'un côté 
de la droite AY menée par le point A perpendiculaire- 
ment à l'axe AX. 

122. Pour comparer la force avec laquelle le solide 
ainsi déterminé attire le point A à l'attraction exercée 
par une sphère homogène de même masse sur un point 
placé à sa surface, il suffit de calculer, par les formules 
déjà obtenues, le volume J' et la force f pour le solide et 
pour la sphère. Jointes à l'équation (2), ces formules 
donnent pour le solide en question 

^ita^ ^ lia II 

V 

L'équation en coordonnées polaires d'une sphère de 
rayon ao, rapportée à un point de la surface comme ori- 
gine, étant 

r = 2 «0 cos Ô , 

on trouve de même pour son volume f^o ^ pour l'attrac- 
tion fo qu'elle exerce 



Les deux corps devant avoir le même volume, on a 
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if = 1^0, et par suite 



d'où il résulte 






L'attraction exercée par une masse homogène sphé- 
rique sur un point de sa surface est donc à la plus grande 
attraction que cette même massa, convenablement mou- 
lée et orientée, pourrait exercer sur le même point, comme 

V 25 est à 3, ou à peu près comme 38 à 39. Ce résultat 
a été indiqué d'abord par Gauss. 

Problème IX. 

123. Trouver une courbe telle y que Faire comprise 
entre la courbe elle-même, sa déi^eloppée et ses deux 
rayons de courbure extrêmes soit un minimum. 

Soient s l'arc et p le rayon de courbure ; Taire comprise 
entre la courbe, sa développée et deux rayons de courbure' 

s'exprimera par - fpds. Prenons l'arc s pour variable in- 

dépendante, les coordonnées or, y pour des fonctions h 
déterminer, et désignons par x\ a/', . . . ^y^y^^ ... ? leurs 
dérivées successives relatives à 5, ces fonctions seront 
liées entre elles par la condition 

et le problème $e réduira à chercher le minimum absolu 
de l'intégrale 



X 



[p+-).(x"^y' — i)]ds, 



X étant une fonction de 5, inconnue, mais invariable de 
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forme. On peut regarder p comme une fonction explicite 
de x'\ y\ puisqu'on a 



P = 



v/x'''H-/'»' 



ce qui donne 



dp_ 

dx" 



- p'*", 









Cela pose, en conservant les notations du n** H8, on 
trouve 



?-^- 


>.(x" + 


/=- 


-,) = 


p. P = 


= o, Q 


o. 


p. 


— 2îl*', 


P. 


rfV 

df 


dx' 


-p'x", 




Q. 


2>/, 


Q. 


d\ 


do _ 


- PV- 





Puisque P et Q sont nuls, les équations indéfinies de- 
viennent 

p dP. - rfQ, , 



OU 



(I) 






a et i étant deux constantes arbitraires. Ces équations 
jointes à 



x'^^y^ = 1, 



doivent servir à déterminer x^y^ /. 

Rappelons-nous d'abord les relations générales faciles 



'^ 
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à déduire 

x'x" •+- y' y" = o, 



i 



a^'x'" -h y' y'" = — [x"^+y"^)='- --, 

p 

x" x'" -\- y'* y'" =z --- \ ^. 
remarquons aussi que les équations 



donnent 



— r''' r'' I 



le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant que le 
rayon p du cercle osculateur fait un angle aigu ou obtus 
avec les jr positifs. 

Cela posé, en éliminant X entre les équations (i), on 
trouve 

p3 [y a:- • a:y"') 4- 3 p^ J (y x" ~ x'y'^ ) = ay -- bx\ 

équation qui s'intègre sur-le-champ, et donne 

ç^^{y' x" — x'y^) •=. ay — bx -\-c^ 
ou bien 

(2) f^ay — bx'\-Cy 

en supposant que la courbe tourne sa concavité en bas, 
ou vers les y négatifs. 

Les mêmes équations (i), multipliées respectivement 
par a/',y^, et ajoutées, donnent d'ailleurs 

f{x"x'" -i-yy) -h 3p' ^ (x''^ -h y') = ax' h- by, 

ou 

2 ^ z=: ax'' 4- hy\ 
as 



(3) ,..~„^--bf = i. 

h étant une nouvelle constante arbitraire. 

124, Chacune des équations (a) et (3) peut représen- 
ter la courbe cherchée. Pour déterminer les constantes 
qu'elles renferment, il faut faire intervenir les termes 
aux limites de la variation de l'intégrale. Si l'on appelle 
indistinctement Ç, d, ^', n' les valeurs de x, y, xf, y 
correspondantes à l'une ou l'autre des extrémités de la 
courbe, ces termes peuvent s'écrire 

/,>-(^-f)--(«-f)/— -«-^1" 

ou, en ayant égard aux équations (i), (^), 

iS(t, — s,) -h I ' \ fi3l + bSi, — p=(ir"S%' -^r''37,')\. 

Comme la longueur s^ — s, de ta courbe n'a pas été 
fixée à priori, la variation J (j, — s, ) reste arbitraire, et 
son coefficient k doit être nul, ce qui réduit l'équa- 
tion (3) à 

(4) ^p=ax' + by. 

Telle est donc l'équation générale de la courbe. Voyons 
ce qu'elle devient dans des cas particuliers. 

i" Lorsqu'un des points extrêmes de la courbe est en- 
tièrement indéterminé, que l'on ait fixé ou non la direc- 
tion de la tangente en ce point, les variations ë^, Sr, de ses 
coordonnées restent arbitraires, et leurs coefficients éga- 
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lés à zéro dans les termes aux limites dounent 

a = o, b =o. 

L'équation (4) de la courbe se réduit, par conséquent, à 
p = o, équation impossible qui avertit que dans ce cas 
il n'y a point de minimum. 

2° Supposons que les points extrêmes A, B de la 
courbe soient donnés. On a 5Ç := o , les variations 5^', Sr/ 
restant arbitraires (n^ 120, i°): leurs coeâGcients égalés 
à zéro donnent pour les deux limites 

p^x'' = o, p»7" = o, ou p'j?' = o, f'^y = o, 

puisque po/' == j^, py = — x\ Or x^ et y ne peuvent 
pas être nuls en même temps, puisque la somme de leurs 
carrés est égale à l'unité, il faut donc que p s'évanouisse 
aux deux points extrêmes, ou que l'on ait 

afx — ^x, -\- c = o, ay^ — ^^2 + c = o, 

•^15 ^19 ^î5 Ji étant les coordonnées des points A, B. 
Prenons la droite AB pour axe des x\ les coordonnées 
JTi? jKs seront nulles et les équations aux limites, devenues 
bx^ =. c, bXi = c, donneront i ( OTg — Xi ) = o, ou i = o, 
et par suite c = o. Les équations de la courbe (2) et (4) 
se réduisent alors à 

et Ton en tirç successivement 



a^x'^ = /\ay, 



dx^ + dy a 



=^v^ 



dx—--' ^' 



'\y 



11 est facile de reconnaître dans cette dernière équation 
Véquation d'une cycloïde engendrée par un cercle de 
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a 



rayon ^ qui roule sur Taxe des x. Comme, en outre, les 

extrémités de Tare se trouvent sur ce même axe, on serait 
tenté d'en conclure que la courbe cherchée est une bran- 
che de cycloïde complète, tracée entre les deux points 
donnés A et B. C'est du moins le résultat auquel on s'ar* 
rête ordinairement. 

On ne peut pas se dissimuler cependant que cette con- 
clusion renferme quelque chose d'arbitraire, et qu'au 
fond rien ne prouve que la courbe doive se composer 
plutôt d'une seule que d'un nombre quelconque de cy- 
cloïdes. En supposant que l'on construise entre A et B 
[fis- 5) 1 , 2, 3, . . . , n branches de cycloïde égales et con- 

Fig. 5. 




sécutives, on trouve pour l'aire comprise entre la courbe, 
sa développée et ses deux rayons de courbure extrêmes, 

ou pour l'intégrale - f pds^ des valeurs proportionnelles 

à 1, -5 -,...,-. en sorte que l'intégrale diminue indé- 

iinilnent et tend vers zéro, à mesure que les cycloïdes se 
multiplient et tendent à se confondre avec la droite AB. 
11 parait donc que la droite AB considérée comme la li- 
mite d'une inanité de cycloïdes, est une espèce de solu- 
tion singulière du problème, et que la cycloïde unique 
ACB ne donne un minimum qu'autant que l'on assujettit 
la courbe cherchée à ne pas avoir de point de rebrousse- 
nient entre A et B. 

3° Considérons encore le cas où les extrémités A, B 



j 
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doivent se trouver sur deux courbes données. Les varia- 
tions (J|', Ôy)^ étant arbitraires, on a d'abord, comme dans 
le cas précédent , 

«Ti — ^«^1 -+- c = o , ajTi — bxi 4- c = o , 
ou 

équation qui exprime que la droite AB fait avec les axes 
des X et des y des angles dont les cosinus sont propor- 
tionnels à a, ft. Les termes aux limites fournissent en 
outre pour chacun des points A, B la condition 

a (îÇ -h ^ (î>; = G. 

Or, puisque le point Ç, y? ne peut varier que suivant la 
courbe limite, d^ , dn sont évidemment proportionnels 
aux cosinus des angles que la tangente à la courbe limite 
fait avec les axes des coordonnées. La dernière équation, 
jointe à la précédente, exprime donc que la droite AB est 
normale à chacune des courbes limites, ou que c'est la 
distance la plus courte entre ces courbes. Après avoir dé- 
terminé par cette condition les deux points limites A, B, 
on aura la courbe cherchée, en les unissant par une bran- 
che de cycloïde complète. 

Problème X. 

125. Tromper la courbe qui a le plus grand ou le plus 
petit moment d'inertie par rapport à un point donné. 

Prenons le point donné pour origine des coordonnées 
et l'arc s pour variable indépendante, le moment d'inertie 
de la courbe sera exprimé par f [x^ -^ y'^)ds^ les fonc- 
tions X el j étant liées entre elles par la condition 
x'^ -H-jr'* = I ; le problème revient donc à chercher le 
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maximum ou le minimum absolu de Tinlégrale 

dans laquelle X est une fonclion de s de forme inconnue, 
mais invariable. 
On a 

et les équations de la courbe P — ' = o , Q ^ = o 



deviennent 



(•) 



/ — / 



( X — Vx 

{ y - v/ 



ds 
\x'' = o, 



ds 



auxquelles il faut joindre 



x" -+-/'= I. 



Si 1*011 retranche Tune de l'autre les équations (i), mul- 
tipliées la première par j-, la seconde par x, on trouve 

V [xy ^x'y)-^\ {xy" - x" x) = o , 



et en intégrant , 



\[xy — x'x)z=c. 



Les mêmes équations (i), multipliées respectivement 
par x'^y'^ donnent d'ailleurs 

xx' -\-yy — V = 0, 
d'où l'on tire, en intégrant, 



(3) 



.?•' -f- x' — 2X=:0. 
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Éliminant ^ entre les équations (3) et (3), on trouve 

(4) {x'-i-r'-i){^y—^.y) = 2c, 

^uatioD générale de la courbe cherchée. Il parait diffi- 
cile de l'intégrer sans déterminer d'abord les constantes 
c et k, mais elle conduit à une relation remarquable 
entre le rayon de courbure p et le rayon vecteur r. En 
effet, quand on élimine V entre les équations (1), il 
vient 

xy' —jrx-=^\ (yx"—x'y') = =p -; 

on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, sui- 
vant que le rayon de courbuie fera un angle aigu ou 
obtus avec les^ positifs (u" 123}- En reportant cette va- 
leur dans l'équation (a), on trouve 



formule qui montre que la c 
ou négative, suivant que la courbe 
haut ou en bas. L'élimination de 
et l'équation (3) donne enfin 

(5) p=-^-— — 7- -=-+ 



Ainsi le rayon de courbure p est une fonction algébrique 
du quatrième degré du rayon vecteur r. 

126. Avant de discuter les conditions aux limites que 
la courbe doit remplir dans les divers cas particuliers, re- 
marquons que si l'on appelle ^, m les coordonnées de 
l'une ou de l'autre des extrémiiés de la courbe, on verra 
les termes atix limites de la variation ùS se réduire à 
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Cela posé, admettons d'abord que la longueur de la 
courbe soit donnée. Le terme fcd (st — s,) disparaîtra 
avec la variation S (« , — Si ) sans détermination aucune 
de la constante k. Si l'on suppose en outre que l'une des 
extrémités soit fixe et l'autre mobile, tes coordonnées de 
la seconde extrémité devront satisfaire aux conditions 
P, = o,Q, = o, ou 

lx' = o, Jr' = o, 

et comme 3[^,y ne peuvent pas être nuls à la fois, il eu 
résulte que la fonction X doit s'évanouir à la limite dont 
il s'agit, ce qui détermine la constantes, car l'équation (2) 
exige alors qu'on ait c=^o. Par suite, l'équation (4) de 
la courbe devient 



passant par l'origine. Il est d'ail- 

'endre, indépendamment de toute 

démonstration, que cette droite donne le minimum ou le 

masimum, suivant qu'elle se dirige du point fixe vers le 

centre des coordonnées ou en sens opposé. 

127. Considérons en second lieu le cas où l'on se pro- 
pose seulement de mener entre deux points donnés une 
courbe telle, que son moment d'înerûe soit minimum, 
sans déterminer d'avance la longueur de la courbe. La 
variation â (5, — s, ) étant arbitraire, on aura A ^ o, ce 
qui fait prendre à l'équation (5) la forme 



La courbe jouit donc de cette propriété que son rayon de 
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courbure, est proportionnel à la quatrième puissance du 
^ayon vecteur. 

Ajoutons que Féquation différentielle de la courbe 
sera 

ou, en coordonnées polaires, 

icdr 



dO = ± 



il parait difficile d'en tirer quelque résultat simple. 

Pho3lème XI. 

128. Trouver la position d'équilibre d* un fil fiexible 
et inextensible dont les extrémités sont attachées à 
deux points fixes. 

On sait^ par les éléments de la mécanique, que le fil 
ne peut être en équilibre qu'autant que son centre de 
gravité se trouve le plus bas possible. 

Admettons d'abord que la densité du fil varie d'un 
point à l'autre, et désignons par /x la masse d'une unité 
de longueur du fil*, /x sera une certaine fonction de l'arc s. 
En supposant Taxe des y vertical et opposé à la direction 
de la pesanteur, on trouve pour la coordonnée verticale 
du centre de gravité du fil l'expression 

telle est la quantité qu'il s'agit de rendre minimum, tan- 
dis que la longueur du fil et, par conséquent, sa masse 
entière f\i-ds doivent rester constantes. Donc, si l'on 
prend l'arc s potir variable indépendante, les conditions 
du problème seront 

Jlt.yds=:. mio., S\*-ds = const., x'^-i- ^'-= i, 
IV. 17 



:i 



f* 
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et la cpiestioii se réduira à chercher le minimuiu aboolu 
de l'intégrale 

c étant une constante et X une fonction indéterminée 
de 5. 

Cela posé, on a 

et les équations indéfinies P -— = o, Q -~ = o 



ds 



ds 



deriennent 



dAa/ 

2 1 = o 



ds 

d,\y 

ds 



= f* 



En intégrant et faisant, pour abr^er, 



on trouve 

(I) 



a et 6 étant des constantes aii>itraires. Elevées au carré 
et ajoutées, les équations (i) donnent 

et, par suite^ en éliminant aA^ 



dx = ziz 



ads 



r 9 



(^) 



dy = ± 



(M 4-^)^ 






[I 
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Lorsque la fonction (jt est connue, on peut intégrer ces 
équations^ et obtenir x^ y exprimées en fonctions de s. 
En éliminant s on aura ensuite l'équation de la courbe 
cherchée. 

129. Mais on peut renverser la question et demander 
quelle doit être la loi de densité, ou la fonction /x, pour 
que le fil se dispose suivant une courbe déterminée. En 
divisant Tune par l'autre les équations (2), on trouve 

M -f * 6 = fl -^ ) 
dx 



et en différentiant par rapport à s 



' dy 



dM. 

ds 



_ _ ^(2 



= |x =a 



ds 



L'équation de la courbe étant donnée, on peut exprimer 
le second membre en fonction de s^ et déduire ainsi la 
forme de la fonction fx. Si l'on demande^ par exemple^ 
que la courbe soit un arc de cercle de rayon r, on aura 



djr s 



l'arc 5 étant compté à partir du point le plus bas, et, par 

conséquent, 

as 
a == - sec* -• 

r r 

Telle doit être la loi de densité du fil, pour que, dans son 
état d'équilibre, il aflfecte un arc de cercle. 

130. Supposons maintenant que la densité soit con- 
stante. Si l'on fait |x = i) on aura M = ^; substituant 
cette valeur dans les équations (2) et intégrant, on 

^7' 



a6o 
trouve 
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A = fll 



et, en éliminant 5 + A, 



X —rh 




X—h 



La courbe est donc, dans ce cas, une chaînette. Les 
trois constantes que ^renferme son équation, se détermi- 
nent par la condition que la courbe passe par les deux 
points fixes, et qu'elle ait entre ces points une longueur 
donnée. 

Si les extrémités du fil, au lieu d'être attachées à deux 
points fixes, comme nous l'avons supposé jusqu'ici, 
pouvaient glisser sur deux courbes données, on trouve- 
rait facilement, en examinant les termes aux limités de 
l'intégrale proposée, que l'équilibre n'aurait lieu qu' au- 
tant que les extrémités du fil seraient normales aux 
courbes limites. Ce résultat subsiste quelle que soit la 
loi de densité dans le fil. 



L 
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ONZIÈME LEÇON. 

Recherche de courbes dans l'espace ; cas où l'on prend l'arc pour variable 
indépendante. — Ligne la plus courte sur une surface donnée. — Ligne 
la plus courte de courbure constante. 



131. Lorsqu'il s'agit d'appliquer le calcul des varia* 
lions à la recherche d'une courbe dans l'espace, rappor- 
tée à un système de coordonnées reclilignes et rectangu- 
laires x^y^ Zy on peut regarder deux quelconques de ses 
coordonnées, par exemple j^ et z^ comme fonctions incon- 
nues de la troisièmes. Mais il est souvent plus commode, 
et toujours plus élégant,, de prendre Tare s pour variable 
indépendante, en considérant Xj y^ z comme trois fonc- 
tions à déterminer, et liées entre elles par l'équation dif- 
férentielle 

dx^ -h dy^ 4- dz^ = ds^, 

dont on tiendra compte au moyen d'un facteur indéter- 
miné, fonction de s (n** 49). La marche à suivre dans 
la recherche des courbes planes, lorsqu'on prend l'arc s 
pour variable indépendante, exposée dans la leçon précé- 
dente, s'étend d'elle-même au cas de courbes dans l'es- 
pace, et il suffira de donner ici un aperçu succinct des 
formules relatives à ce cas plus général. 

Soient or, y^ z les coordonnées reclilignes d'un point 
quelconque d'une courbe dans l'espace, a/, x!\ . . . , y\ 
y"^, . ., z'^ z"^. . . leurs dérivées successives, prises par 
rapport à l'arc 5, et supposons qu'il s'agisse de déterminer 
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les équttîons (i) admettent une première intégrale facile 
à obtenir. En effet, puisque noQ-senlement la dérivée 
partielle de F relative k 5, maïs aussi celle de V par rap- 
port à i, ou x'*4-y'*H- «'• — I, sont nulles, la dérivée 
loule de y se réduit à 

— = Pa:'-HP,*''-4-P,4:'" 
as 

Si Ton y substitue les valeurs de P, Q, R, tirées de 
Téquation (1), le second membre deviendra une dérivée 
exacte, et il viendra, en intégrant, 

132. La considération des termes aux limites de la 
variation $S conduit très-facilement aux conditions que 
doivent remplir les extrémités de la courbe. En appelant 
indistinctement ^, y?, ^, $', y?', Ç' les valeurs de x, y^ z, 
^' <iy\ ^', correspondantes à Tune ou à l'autre des limites 
de Fintégrale, et supposant toujours que F ne renferme 
pas explicitement Tare 5, on verra ces termes se réduire à 

h^(^Si — Sx) 






et l'on en conclura tout d'abord que la constante h devra 
être nulle toutes les fois que la longueur 5, — 5i de l'arc 
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ne sera pas déterminée à priori. -Examinons maintenant 
les deux hypothèses suivantes : 

I** LêCS points extrêmes de la courbe sont fixes. — On 
a 5Ç;= o, Jyj = o, 5Ç == o, tandis quMl est permis de 
regarder les variations J|', 5w', 5^' conune arbitraires et 
indépendantes les unes des autres, puisqu'on a déjà tenu 
compte, au moyen du facteur X, de la liaison qui existe 
entre x', y'^ z\ et, par suite, entre les valeurs limites |', 
>}', Ç' de ces dérivées ; on en conclura que les trois équa-r 
tions 

p.^ = o , Qa = o , Rs = o 

doivent avoir lieu pour chacune des extrémités de la 
courbe. 

2^ Les points extrêmes sont seulement assujettis à 
rester sur deux surfaces données, — Soit 

l'équation de Tune de ces surfaces, les variations JÇ, (Jw, 
çî^ seront liées entre elles par la relation 

dï , dî ^ d( , 
les termes aux limites fournissent d'ailleurs la conditioii. 



dV, 



('■- ï=) «-(«- ^) *"+(»- 5) «=»• 



Éliminant Tune des variations 5|, â>3, J^, et égalant à 
zéro les coefficients des deux autres, il vient 



P.- 



dP, 
ds 



Q.- 



^Q. 



ds 



R. 



^R. 



ds 



dî 
dl 



d£ 
dn 
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Telles sont les équations que doivent vérifler les coor- 
données de l'extrémité que l'on considère. 

Les directions des tangentes extrêmes, ou les valeurs 
de Ç', «', Ç', n'étant pas données, on aura en outre, comme 
dans le cas précédent, les trois équations 

P, = 0, Q, = o, R, = 

pour chacune des limites. 

133. Pour ne pas être obligé d'interrompre la discus- 
sion des problèmes qui vont suivre, nous croyons utile de 
rappeler ici quelques formules relatives à la théorie des 
courbes dans l'espace et d'expliquer le sens que nous 
attachons à certaines expressions. Considérons trois 
droites A, B, C, prises chacune dans une direction déter-- 
minée et faisant avec les axes desa:,j^, r, des angles dont 
les cosinus sont : pour la première droite a, a', al\ pour 
la seconde h.^ b'^ b"y pour la troisième c, c', c"-, admet- 
tons que la troisième droite C soit perpendiculaire aux 
deux autres A et B, lesquelles comprennent entre elles un 
angle quelconque 0, on aura 

çh -h a' b' -\- a" b" z= CQ%^ , 
ac -h û' c' -\-a" c" = o, 
bc -i- b' c' + b'' c'' =o, 

et, en éliminant tour à tour c, c\ c\ 

a'b" — a"b' a''b — ab" ab' -^a' b _^ . ^ 
(3) = -, = _-„_=:±sinô. 

Les cas où il faut prendre F un ou l'autre des deux signes 
du dernier membre se distinguent de la manière suivante : 
concevons que par im point quelconque on mène trois 
droites A', B^ C parallèles à A, B, C, ces droites pour- 
ront être considérées comme les arêtes d'un angle trièdre 
dans lequel deux des angles plans sont droits, et le troi- 
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aîème^ali S; de même od peat regarderies axes positifs 
des coordonnées x, y, z, comme les arêtes d'un second 
an^le trièdre, dans lequel chacun des trois angles pians 
est nn angle droit. Cela posé, deux cas sont possibles : 
les arêtes A', B', C da premier angle trièdre se suivent 
dans le même ordre que les axes des x,y, 2, arêtes du 
second angle trièdre, ou elles se' suivent dans l'ordre 
inverse; en d'autres termes, si l'on applique C snr l'axe 
des z, W sur l'axe dfls y, la droite A' pourra se trouver 
du même c6té du plan yz que l'axe des x ou du cêtê 
opposé, de sorte qu'en faisant l'angte 8 égal à 90", les 
droites A', 6', C se superposeront dans le premier cas 
aux axes des x,y, z, taudis que dans le second cas la su- 
perposition n'aura pas lieu. Le signe supérieur, dans le 
dernier membre delà formule (3), correspond au premier 
cas, le signe inférieur au second. 

Nous dirons, pour faciliter le langage, que la succes- 
sion des droites A , B, C est directe dans le premier cas, 
inverse dans le second. 

Si les quantités a, a', a", £, h', h", c, c', c" étaient 
seulement proportionnelles aux cosinus des angles que 
les droites A, B, C fout avec les axes des x,y,z, et 
qu'en outre chacune de ces quantités eût le même signe 
que le cosinus qui lui conespoud, on aurait encoi^ 

a'b" — a"b' a-'b — ab' ab'—a'b 



ni chacune de ces fractions serait égale à 

ztsinBl 



/ia- + a-' + a'"){b'-i-b"^b 
"V e'+c" + C" 



on prendrait le signe supérieur ou le signe inférieur, sui- 
vant que la succession des droites A, B, C serait directe 
ou inverse. 



n 
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134. On deduiraft très-sîmplement de ces formules 
toute la théorie des courbes à double courbure; mais 
nous ne rappellerons ici que quelques théorèmes fonda- 
métaux. Soient x, j^, z les coordonnées d'un point quel- 
dmque P de la courbe, les cosinus des angles que la tan- 
gente T à la courbe fait avec les axes des x, j', z, seront 
proportionnels aux dijBTérentielles 

dx ^ djr y dz'j 

de même, quelle que soit la variable indépendante, 
dx-\-d^x^ dj-\-d^y, dz -{- d^ z 

seront proportionnels aux cosinus qui déterminent la di- 
rection de la tangente T' en un point P' infiniment voisin 
de P. DoQC, si l'on appelle doi l'angle de contingence ou 
l'angle aigu compris entre les deux tangentes consécutives 
T, T', et X, Y, Z les cosinus des angles que la droite O, 
perpendiculaire aux deux tangentes, et par conséquent 
au plan osculateur de la courbe, fait avec les axes des 
x^y, z, on aura 

dy d^ z — dz d'^y dzd^x — dxd^z dxd^y — dyd^ x don 
X^^ "^ Yd? ~ 'Zd? ~"^' 

pourvu que la droite O soit prise dans une direction telle, 

que la succession des droites T, T', O soit directe. Or — 

étant évidemment réciproque au rayon de couii)ure p , si 
l'on prend l'arc s pour variable indépendante, il viendra 

yz^'-'z'y _ z'x"--a^ z" _ x'y"-^y'x" _ i 
^^^ X "" Y "" Z ~i 

Pour trouver la direction du rayon de courbure p, ou 
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pable, est perpendiculaire à la fois aux deux normales, 
et si Ton appelle I^m^n les cosinus qui déterminent sa 
direction, on aura 

l m n 

à la condition que la droite G sera prise dans la direction 
nécessaire pour que la succession des droites N, N', G soit 
directe. L'angle y compris entre la génératrice G et la 
tangente T à la courbe sera donc déterminé par Téquation 

(7) coSy = -— -^ ^ ^ ^ ^ ~L^ 

^dp* -h «^9' -h (pdq — qdp )* 

Si Ton donne à Tare s un accroissement infiniment petit 
ds^ Tangle (p recevra un accroissement correspondant d ^ , 
quHl importe de déterminer. Pour simplifier le calcul, 
nous admettrons un moment que le plan xy coïncide avec 
le plan tangent au point P, et que Taxe des x soit dirigé 
suivant la tangente à la courbe, de sorte que Ton ait, en 
ce point P, p = o , ^ = o , jr' = i , j^' = o , z' = o , et 
aussi a/'=o, puisqu'en général x! x!^-\-y'y^'-\-z'z"'=-o. 
On aura alors simplement 



dq 

ces «p = 



sldp^ -f- dq' 



et de même 



dp 

sm <|p = 



sjdp^ -4- dq"" 



en admettant que T, G, N, se succèdent dans Tordre des 
axes des x^y^ z. 

Cela posé, si Ton dlfférentie Téqualion [y) et qu'on y 
substitue après la différentiation les valeurs /; = o, ^=0, 
a/ = I , j^ = o , 2' = o , x" = o , on trouvera sans peine, 



1 
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en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que la 
succession des droites G, G', N est directe ou inverse. On 
aurait obtenu le même résultat en admettant que T^ G, 
N se succèdent dans l'ordre inverse des axes des x^j, z. 
En appelant Fangle aigu compris entre le rayon de cour- 
bure p et la normale N, et r le rayon de courbure de la 
courbe devenue plane, on en déduit la formule très-simple 

(8) ^ = ^, 

r p 

que l'on peut regarder comme Téquation de la courbe 
rabattue. ^Cette équation est d'aiUeurs indépendante du 
choix particulier des coordonnées. Traduite en langage 
ordinaire, elle renferme le théorème suivant assez remar- 
quable : 

Une surface déi^eloppable étant circanscrile à une 
surface quelconque de manière à la toucher le long dune 
courbe donnée, le rapport entre le rayon de courbure 
de cette courbe à double courbure et celui de la courbe 
plane avec laquelle elle coïncide lorsqu'on rabat la 
surface déueloppable, est, dans tous les points correS' 
pondants des deux courbes, égal au sinus de V angle que 
le rayon de courbure de la courbe donnée fait avec la 
normale commune aux deux surfaces. 

Ces principes établis, revenons aux applications du cal- 
cul des variations. 



ROBLEME 



xu. 



1 36. Trouver la ligne la plus courte entre deux points 
sur une surface donnée. 

Soit u = o l'équation de la surface donnée, et prenons 
l'arc s pour variable indépendante 5 les conditions du 
problème étant 

li = o, x'^ -H /^ -f- z'* = I , f ds=z minimum, 



COURBES DANS l'eSPACE. 2^3 

équations diflerenlielkîs de Ja courbe cherchée. On ne 

saurait les intégrer sans spécialiser d'abord la fonction u^ 

ou la nature de la surface donnée, mais elles expriment^ 

même sous cette forme générale, une propriété remar*- 

quable de la ligne la plus courte. On sait, en effet, que 

1 j, . / . ^. du du du . ,- 

les dérivées partielles "j-^ ff -r- sont proportionnelles 

aux cosinus des angles que la normale à la surface donnée 
fait avec les axes des x, jy, z, et que od'^y"^ z" sont pro- 
portionnels aux cosinus des angles que le rayon de cour- 
bure de la ligne cherchée fait avec les mêmes axes. La 
formule (2) nous apprend donc que ces deux lignes ont 
la même direction, c'èst-à-dire que le rayon de courbure 
de la ligne la plus courte est partout normal à la surface 
sur laquelle elle est tracée. On appelle en général lignes 
géodésiques les lignes qui jouissent de cette propriété. 

L'angle compris entre le rayon vecteur et la normale 
étant nul, il en résulte encore, d'après le théorème du 
numéro précédent, que si une surface déueloppable tou- 
che la surjace donnée suiuant une ligne géodésique, et 
quon rabatte la première surface, la ligne géodésique 
des^iendra une ligrie droite, 

137. Pour obtenir T équation de la courbe sous sa 
forme habituelle, faisons pour un moment 

X = dfdH — dzd^y, Y = dzd^x — dxdH 
Z = dxd^y — dfd^.T, 

sans parliculiser d'abord la variable indépendante; on 
aura 

^ — ds* ' ^ — ^^» » « — ^ 

Si l'on appelle p,, q, r, s, t les dérivées partielles de z des 
IV. 18 
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Soient a, i, c les trois demi-axes de l'ellipsoïde, son équa- 
tion sera 

x* r* z' 

a^ 0^ c* 

et les équations (2 ),»auxquelles doivent satisfaire les coor- 
donnés de la ligne géodésique, deviendront 

x" _ /' _ z'' _ 



\«v \^v \^^) 



ou 



r^ „ tr „ iz 



(3) ^ -~, y -^, z x=-, 

t étant une variaUe auxiliaire. 

En appelant P la perpendiculaire abaissée du centre 
sur le plan tangent â rellipsoïde, et D le demi-diamètre 
parallèle â la tangente à la ligne géodésique^ on a 



I 




or» 




r' 




2* 
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(4) 



Cela posé, si Ton différentie deux fois de suite Téqua- 
tion de Tellipsoïde, il viendra 

XX*' ry" zz" x" y» z'» 

"1" ■+-'^ -♦- — + — -^-TT -^ •:3- = <^5 

à} 0^ c' û* ^* c^ 

substituant les valeurs ( 3 ) , et ayant égard aux équations (4 ) 9 
on en déduit 

t I P^ 
1 ^o, ou ^= — —-• 

Les équations (3) élevées au carré et ajoutées donnent 
d'ailleurs 

û' "" P» ' 

18. 
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l'équation (5), jo= -—> elle donne 



(«) 



P = 5^' 



et conduit au théorème suivant : 

Le long éCune même ligne géodésique tracée sur un 
ellipsoïde , la courbure varie proportionnellement au 
cube de la perpendiculaire abaissée du centre sur le 
plan tangent à Vellipsoïde, 

Comme la perpendiculaire P dépend uniquement des 
coordonnées x, j*, z du point que l'on considère, et nul- 
lement de la direction que la ligne géodésique a en ce 
point, l'équation (6) donne encore lieu à cet autre théo- 
rème : 

Un triangle étant foimé par des lignes géodésiques 
sur la surface d*un ellipsoïde^ si Von désigne par pi, p^^ 
jOj, jo',, jOs, jo'j, dans V ordre oii ils se succèdent^ les rayons 
de courbure de ces lignes aux sommets du triangle^ les 
deux produits des rayons alternes ou non contigus se-- 
ront égaux, cest-à-dire, on, aura 



I t- 



On sait que deux sections normales d'une surface quel- 
conque ont la même courbure lorsqu'elles font des angles 
égaux avec l'une ou l'autre des sections principales ou 
des sections auxquelles appartiennent la plus grande et la 
plus petite courbure-, il résulte donc du théorème que 
nous venons d'énoncer, que si, dans le triangle formé sur 
la surface de l'ellipsoïde par trois lignes géodésiques, 
deux des angles sont partagés en deux parties égales par 
des sections principales, il en sera de même du troisième 
angle. 

Sur un ellipsoïde de révolution tous les méridiens sont 
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évidemment des lignes géodésiques; désignanl par p© le 
rayon de courbure d'un méridien, on aura donc, en vertu 
de la formule (6), 



et, par suite , 






p. c; 



ainsi, sur les ellipsoïdes de résolution j le rapport entre 
la courbure de la ligne géodésique et la courbure du 
méridien reste le même pour tous les points d'une même 
ligne géodésique. 

Celte propriété avait déjà été signalée par M, Guder- 
mann (Journal de Crelle, t. XVII). 

139. Revenons maintenant à la question primitive de 
la ligne la plus courte sur une surface quelconque pour 
examiner les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
extrémités de la courbe. Désignons par Ç, y?, Ç les coor- 
données de Tune ou de l'autre de ces extrémités, les 
termes aux limites de la variation de l'intégrale proposée 
deviendront 

/'{ (V-P,x'-Q./-R.z')^^-f-P.5Ç-f-Q.^/,H-R.eyçj 

Ce seront en même temps les seuls termes qui restent de 
la variation de Fintégrale, quand on aura déterminé Xy 
y^ z en fonction de s de manière à vérifier à la fois les 
équations (i) et les conditions 11 = 0, a/^-f-^^'^-f-^^riri. 
Mais alors la courbe sera une ligne géodésique dont la 
longueur 5, représentée précisément par l'intégrale pro- 
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posée, sera égale à j, — 5i, en sorte que 5, — SiZ=:s. On 
aura donc pour la variation de la longueur d^une ligne 
géodésique, 



^f =r(i — 'c)Ss + c 






S%^ySn-\-z'SK), 



et, en transposant, 



(7) 



is 






(^'e^Ç+y^ïî+z'^g. 



Cette expression disparait d'elle-même avec les variations 
5|, Jyj, 5'^, chaque fois que les points extrêmes restent 
fixes. Mais si ces points sont mobiles, si Ton cherche seu- 
lement la ligne la plus courte entre deux courbes données 
sur une surface, on aura pour chacune des extrémités la 
condition 

Or les variations 5 5, irjj d^ sont évidemment propor- 
tionnelles aux cosinus des angles de la tangente à la courbe 
limite; cette condition exige donc que la ligne la plus 
courte rencontre sous un angle droit chacune des courbes 
limites. 

140. La forme (7) sous laquelle nous venons de mettre 
la variation de la longueur s d'une ligne géodésique con- 
duit à plusieurs conséquences remarquables. Concevons 
que la ligne s varie d'une manière quelconque sans chan- 
ger de nature, c'est-à-dire sans cesser d'être une ligne 
géodésique; appelons a l'arc décrit par l'une des extré- 
mités, nous aurons 



ClfT 



a (S 
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et l'équation (7) deviendra 



$s 



=[■( 



dx d^ dr dn dz d}l\ ^ 
ds d<T ds do ds dtt ) 



Or, le coefficient de d(7 est le cosinus de Fangle sous le- 
quel se rencontrent la ligue gëodésique s et la courbe 
limite a, chacune d'elles étant prise dans la direction 
suivant laquelle Tare 5 ou a est compté. En désignant 
par f cet angle, on aura donc 



^s 



-\: 



COS Y ^(7. 



Pour simplifier davantage, désignons parole, a^ les va-* 
leurs de ^ et de a relatives au point initial^ et réservons 
les notations sans indice ^, a pour la seconde extrémité 
de la courbe; nous aurons définitivement 



(8) 



^S = COS<p^(r COSyo^S"o. 



Le second terme cos^o^^o serait nul, si le^ point initial 
était fixe, ou seulement si la ligne gëodésique s était nor- 
male à la courbe Œq décrite par ce point, puisque dans le 
premier cas 5o'o= o, dans le second coscpo = o. 

Si Ton avait en outre as = o, c'est-à-dire si la lon- 
gueur de la ligne s était invariable, Féquation (8) ré- 
duite a cos 9 = exprimerait que la ligne s est aussi 
normale à la courbe o décrite par la seconde extrémité. 
Nous pouvons donc énoncer ces deux théorèmes dus à 
Gauss ( Disquisitiones générales circa superficies cun^as) : 

Étant tracées sur une surface courbe^ à partir d*un 
même point initial^ une infinité de lignes géodésiques de 
même longueur, la courbe joignant leurs extrémités 
sera normale à chacune d'elles. 
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On a donné quelquefois à cette courbe le nom de 
cercle géodésique. 

Une courbe quelconque étant donnée sur une surface^ 
si Von conçoit une infinité de lignes géodésiques de 
même longueur partant sous des angles droits des dif-^ 
férents points de cette courbe, la ligne joignant leurs 
' extrémités sera normale à chacune des lignes géode-- 
siques. 

141 . Pour seconde application de la formule ( 8 ) , cher- 
chons une courbe telle que le rapport des distances géo- 
désiques 5,5' de chacun de ses points à deux courbes 
données soit constant. 

La distance géodésique d'un point à une courbe se me- 
sure suivant la ligne géodésique qui passant par le point 
est normale à la courbe. Soit a l'arc de la courbe cher- 
chée, et désignons par 9» 9' les angles sous lesquels les 
lignes géodésiques s, 5' coupent respectivement cette 
courbe. Puisque chacune des lignes 5, 5' est supposée 
normale aux courbes données, sur lesquelles se meuvent 
leurs points de départ, on a cos^o = O9 cosç'o = o, et 
les variations de 5, 5' deviennent simplement 

Cela posé, l'hypothèse admise 



s 

- = const. = c 

s 

donne successivement 

s — es=o^ os — 00.^ = 0^ ——=:€. 

os 

On aura donc, en substituant les valeurs de cÎ5, âs^ , 

ces y 



COS(p 



'S 
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suivant une courbe quelconque a, on aura toujours 

Sî = coSf Sct, Ss' = cosy'îff, 

<f et ç' désignant, comme ci-dessus, les angles que les 
prolongements de s et s' forment avec l'arc <j. De l'hypo- 
thèse admise 



on déduit d'ailleurs successivement 

s-is' = o, St — ASi' :=o, J7 =*; 
substituant les valeurs de as, as', on aura donc 



Ainsi les deux droites j, s' forment avec une courbe 
quelconque tr, menée par le point P sur la surface X, 
des angles c^, <f ' dont les cosinus sont entre eux dans le 
rapport constant k, d'où l'on conclut facilement que le 
plan de ces droites est normal à la surface X au point P. 
Supposons que l'arc <t soit pris dans ce même plan, les 
angles <f, o' seront les compléments des angles que les 
droites s , s' font avec la normale à la surface X ; doue le 
rapport des sinus de ces derniers angles sera aussi coustant 
et égal a k. Concevons maintenant que la surface X se 
trouve entre deux milieux de pouvoirs réfringents iné- 
gaux et tels que l'indice de réfraction entre ces deux mi- 
lieux soit A ; si s est un rayon incident, s' sera le rayon 
rélracté. On en conclura que si les rayons incidents sont 
normaux à la surface A, les rayons réfractés seront tous 
normaux à la surface B. Cette même pioprîété appar- 
tiendra aux rayons réfléchis, pour lesquels on !ik^= — i. 
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Réciproquement, on pourrait se donner la surface ré- 
fringente X avec Tune des surfaces directrices, par exem- 
ple celle qui coupe orthogonalemeut ou à angle droit tous 
lès rayons incidents et que nous avons désignée par A/ 
On trouverait alors la surface B, normale à tous les 

rayons réfractés, par la condition - = /r, en cherchant 

Tenveloppe de toutes les sphères qui ont leurs centres sur 
la surface X, et dont les rayons sont proportionnels aux 
distances de leurs centres à la surface A, le rapport con- 
stant entre les rayons et les distances étant celui du sinus 
de réfraction au sinus d'incidence. Nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant, qui renferme toute la 
théorie des caustiques, développée successivement par 
MM. Dupin, Quetelet, Gergonne, et autres : 

Deux milieux homogènes étant séparés Vun de Vautre 
par une surface de nature quelconque, et des rayons de 
lumière pénétrant de Vun de ces milieux dans Vautre^ 
si les rayons incidents sont dirigés dans F espace de ma- 
nière à pouvoir être traversés orthogonalement par une 
même surface, il en sera de même des rayons réfractés, 
et réciproquement : en outre j à chaque trajectoire ortho- 
gonale des rayons incidents répond toujours une surface 
trajectoire orthogonale des rayons réfractés, telle que 
les normales abaissées sur ces deux surfaces d'un point 
quelconque de la surface séparatrice des deux milieux 
seront respectivement entre elles dans le rapport con- 
stant du sinus d^ incidence au sinus de réfraction. 

Problème XIII. 

143. Parmi toutes les lignes de même courbure con- 
stante quon peut mener entre deux points, quelle est la 
plus courte? 

Prenons l'arc s pour variable indépendante, les condi- 



i 
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lions du problème seront 

fds = min., x" -+- j" -4- z" = i, 

^'/2 _^y^7 ^ ^'1 = — ~ consl., _ 

P 

et la question reviendra à chercher le minimum absolu 
de l'intégrale 



J/.J, 
^i 



il 4-X(;r''-Fy' 4-2" — ï) 



jo étant constant et X, |x désignant deux fonctions indé- 
terminées de 5. 
On a 

P==o, P, =:2>.r', Pj = 2pa;", 
Q = 0, Q,=r2>y, Q,= 2fx/', 
R = o, Ri=2Xz', Rj=2ptz", 

et les équations générales de la courbe deviennent 

ou 

/ i\x' — 1^' x" — 2 u.x" = a, 

(i) 2>/-2py' — 2fxj''' = ^, 

( 2Xz'— 2f/s"--2fX2'" = C, 

a, 6, c étant des constantes arbitraires. A ces équations, 
il faut joindre les conditions primitives 

j;'2 -f- y ^ •+• z" = I , p = const. 

L'élimination de X entre les deux dernières équa- 
tions (i) donne 

bz^-^c/ = 2/ (/z" - zV) H- 2fx(yz- — zy^), 
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et, en intégrant, 

A H- ^i — fj = 2fii {y'z" — z'y"). 

On trouve de même, en éliminant X, soit entre la pre* 
mière et la troisième, soit entre les deux premières des 
équations (i), 

B-f-cx — az = 2pt( z* x" — x' z" ), 
Q,'\- ay — hx-=ii^[x'y" — y a:''), 

A, 6, C étant de nouvelles constantes arbitraires. Enfin, 
si Ton multiplie par a/, j\ z\ ou seulement par cir, dy^ 
dz^ les trois dernières équations, et quW les ajoute, fx 
disparait et il vient 

(2) (A -f- ^z — cy) rfa:-f.(B -H ex — az)dy H- (C-f- fl^ — bx)dz=zo, 

équation différentielle qui, jointe à jO = const., déter- 
mine la courbe cherchée. 

144. Ici se présente d'elle-même la question de savoir 
s'il existe une relation primitive entre x, y^ z qui satis- 
fasse généralement à Téquation diflerentielle (2), ou, en 
d'autres termes, si cette équation peut représenter une 
surface. Dans ce cas, la ligne cherchée serait une ligne 
de courbure constante tracée sur celte surface. Or, il est 
facile de s'assurer que T équation (2) est intégrable sous la 
seule condition qu'on ait 



(3) 



ûA + ^A -f- cC = o, 



et qu'elle conduit alors à l'équation d'un plan. En effet, 
si l'on regarde d'abord z comme constante, cette équa-r 
tion, devenue 



dx 



dy 



B -f- CwC — az k -\- bz — cy 



o, 
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donne, par Tintégration, 

B -j- ex — az 



A -{- bz — cjr 



■= f («). 



tfiz) étant une fonction arbitraire de z. Pour déterminer 
cette fonction, différentions de nouveau en faisant va- 
rier toutes, les variables x,j^, z\ le résultat, comparé à (a), 
fournit la condition 

Au 4- B^ -H Ce H- (A -4- bz — cyY ff' [z) =0, 

laquelle devant être identiquement vérifiée pour que l'é- 
quation (2) soit intégrable, se partage en deux autres 

Aû-f-B*-f-Cc = o, <p'(«) = o. 
Il en résulte 

(j>(a) = const. = m y 

et, par conséquent, 

B H- ex — û3 = m ( A H- ^z — cj ] , 

équation d'un plan, comme nous Tavions annoncé. Lors- 
que les données du problème seront telles que la condi - 
tion (3) soit remplie, on en conclura que la ligne cherchée 
est une courbe plane de courbure constante, c'est-à-dire 
un arc de cercle. 

145. Pour faciliter la recherche des équations aux 
limites, désignons par Ç, >?, ^, Ç', y/, t^ les valeurs de 
Xy JTï ^^ "^5 y'') ^' correspondantes à Tune ou à l'autre 
des extrémités de la courbe; les termes aux limites delà 
variation de l'intégrale S deviendront 



ax' — bf ^ cz' — If ) Bs 

r 






a88 CALCUL DBS TAUTATIOIiS. 

Nous savons déjà (n^ 132) que le coefficient de ^5 doit se 
réduire à une constante; c'est ce qui résulte d'ailleurs 
des équations (i), car en les multipliant respectivement 
par a/'j y\ z^' et observant que 



X 



//a 



-f-y» + z"^ = ~ = consl,, 



x" x'" -H y y" '\-z"z"'=o. 



on trouve 



— ^— = ax 

9' 



by" + cz\ 



ei, en intégrant, 



afx 



ax' -{- by' -ir cz' -\ F = ^ > 

P 

k étant une constante arbitraire. Le terme en ^5 se réduit 
donc à (i — 'k)^(sx — 5,) ou à (i — Ar)5S, puisque la 
diflTérence s^ — ^i est égale à l'arc représenté précisément 
par l'intégrale S qu'il s'agit de rendre minimum. D'ail- 
leurs, lorsqu'on aura déterminé x, y^ z en fonctions de s 
de manière à vérifier les équations indéfinies (i), la va- 
riation JS se composera uniquement des termes aux li- 
mites que nous venons d'écrire. On aura donc, en trans- 
posant , 

Lorsque les directions des deux tangentes extrêmes à la 
courbe ne sont pas données, en sorte que les valeurs li- 
mites de a/ y y'^ !^ sont assujetties à la seule condition 
x'* -f- j'*-h 2" == i, dont on a déjà tenu compte au 
* moyen du facteur indéterminé i, il est permis de regar- 
der les variations ^\\ $yi\ 5^' comme arbitraires et in- 
dépendantes les unes des autres, et d'égaler à zéro le 



m^mSz:asm^i^ÊK^ 



■■■ 1 II I II II 
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coefficient de chacune d'elles, ce qui donne pour cha- 
cune des limites 

|x.r" =r o , |x ^ " = G , p 3" = G. 

Or x!\ y"^ z" ne peuvent pas être nuls à la fois, parce 
qu'on aurait alors aux deux limites - = o, valeur en gé- 

r 

néral inadmissible à cause de la courbure constante im- 
posée à priori à la courbe entière. On est donc forcé d'ad- 
mettre (iji = o pour chacune des limites. Par conséquent, 
si Ton appelle j^i, /i, z^^ x%^ j%^ z% les coordonnées des 
deux points extrêmes, qui d'ailleurs peuvent être fixes 
ou variables, on aura 

A -f- ^2i — - O'i = <> > A -h bzi — - rja = 0, 

(4) l B -\- bxi — flz, = G, B -i- cj"2 — flfZj = o, 

C 4- oft — bxi = o , C 4- flja — bxi = g . 

Multipliant respectivement par a, i, c les trois équations 
soit du premier, soit du second système, il vient 

H Aa -4-B^ -h Cc = G. 

Nous avons déjà fait remarquer que c'est la condition 
d'intégrabilité de l'équation (2), qui conduit alors à une 
relation linéaire entre a:, j^, z. Il en résulte que la ligne 
cherchée est plane*, cette ligne, qui a d'ailleurs une cour- 
bure constante, est donc un arc de cercle. 
Les équations (4) donnent en outre 



■g» — J?i __ r» — Ji __ Za—^i 

a b c 



ce qui exprime que la corde, ou la droite qui joint les 
* extrémités de la courbe, fait avec les axes des x^ y^ z des 
angles dont les cosinus sont respectivement proportion- 
nels à a, i, c. 

IV. 19 
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Si le point limite (^, ^J? C) devait se trouver sur une 
courbe donnée, les variations 5|, îrj, $^ seraient néces- 
sairement proportionnelles aux cosinus des angles que la 
tangente à cette courbe fait avec les axes des x^ j, z, et 
Téquation 

prouverait alors que la corde doit être normale à la courbe 
limite. 



^} 



aga 
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DOUZIÈME LEÇON. 



Suite delà recherche de courbes dans l'espace»— Courbe de longueur don- 
née renfermant Taire maxima sur une surface. — Courbe de longueur 
«donnée circonscrÎYant une portion de surface telle que le Tolnme qu'elle 
recouTre est un maximum. — Courbe de longueur donnée, directrice 
d'un cylindre à aire maxima. — La brachistochrone sur une surface. — 
La brachistochrone dans un milieu résistant. — Position d'équilibre 
d'un fil sur une surface. 



Problème XIV. 

147. Une courbe quelconque étant tracée sur une 
surface donnée, troui^er sur la même surface une autre 
courbe de longueur déterminée qui renferme avec la 
première la plus grande aire possible. 

Soit II 2= o réquation de la surface donnée, et p, q les 
dérivées partielles de z qu'on en déduit; l'aire qu'il faut 
rendre maximum aura pour expression 

Puisque r, p, q sont des fonctions connues de x, j^ on 
pourra intégrer une fois par rapport ky entre des limites 
convenables, c'est-à-dire depuis la valeur de y qui cor- 
respond à la courbe donnée jusqu'à la valeur àey relative 
à la courbe que l'on cherche, et l'on aura ainsi un certain 
résultat 

y étant une fonction connue des coordonnées x, y de la 
seconde courbe. 

Cela posé, l'expression de l'aire devient fvdx. Si Ton 



■i-^^ui J, m * 
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prend Tare s pour variable indépendanle, les coordon- 
nées x^ /, z de la courbe seront des fonctions inconnues 
de Sy liées entre elles par les équations 

jr'*H-y-|-z''= I, tt=io; 

et le problème reviendra à chercher le maximum de l'in- 
tégrale 

f * \va/+'k{x''-hy' +. z'^— I ) H- ptaj rff , 

prise entre des limites dont la différence, 5s— 5i, est 
constante, X, (x étant des fonctions indéterminées de s. 
En conservant les notations de la leçon précédente, on a 

^ du dv , ^ ^ - 

^ du dv , ^ ^ , 

R=fA-;7-ï R, =2Xz', 

az 

et les équations indéfinies deviennent 

dv , du ^, , ^ ,, dv dv , dv . 
dx ^^dx ^•'^^ ^'^ ^ dx ^dy-^' 

dv du 

^^'^-p^-2vy-2xy'=:o, 

dz 

Multipliées par x^^y^ z! et ajoutées, elles donnent d'a- 
bord 

2X' = o, 2X^=c; 

on a d'ailleurs 

dv I ;: 
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laitiur de la courbe faii avec les axes des coordonnées, ce 
rayoD ëiant complé de la courbe vers le centre, el en 
désignant par S l'angle aigu compris entre le rayon p et la 
normale à la sut^ace, on verra le second membre de l'équa - 

lion (2) se réduire à ±- sinfl, le signe supérieur ou in- 
férieur ayant lieu suivant que p fait un angle aigu ou 
obtus avec la droite L. L'équation dont il s'agit pourra 
donc s'écrire 



Concevons une surface développable 2 tangente à la 
surface donnée suivant la courbe en question ^ ; si la sur- 
face 2 vient à être redressée ou développée sur un plan, la 
courber se transformera en une courbe plane dont la cour- 
bure est précisément (n° 133). Cette expression étaot 

constante, la transformée de la courbe, qui sous un péri- 
mètre donné circonscrit l'aire maxima, sera un arc de 
cercle. 

i48. Cherchons maintenant les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les extrémités de la courbe. La courbe 
que l'on cherche devant aboutir à la courbe donnée, 
la fonction f s'évanouit aux deux limites. Donc si l'on 
appelle indistinctement Ç, n, Ç les coordonnées de l'un 
ou de l'autre des points extrêmes, les termes aux limites 
de la variation de l'intégrale seront 

r \{~P.x'~q^f'-R.z-)Ss+P 

Le terme en (îj, ramené à — cd(j, 
la variation â{si — *,) qui est nulle, 
oulalongueurde l'arc, étant constan 
les valeurs de P, , Q, , R, , on verra 
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constante, et posons 

Tintégraie étant prise entre les valeurs àey correspon- 
dantes aux deux courbes, i^ sera une certaine fonction des 
coordonnées x, y de la courbe cherchée, et l'expression 
du volume deviendra f\fdx^ ou Jvx'ds^ en prenant 
Tare s pour variable indépendante. Cela posé, le problème 
reviendra à chercher le maximum de Tintégrale 



X 









vx' -h \ ( j/'-4-y 2 4-z''— • I ) -h f* a H^^, 



la différence s^ — s^ des limites étant constante, et i, \k 
représentant deux fonctions indéterminées de s. 

On trouve d'abord, comme dans le problème précé- 
dent, les équations indéfinies 

dv . du ^, , ^ u dp 

-— jc' + a- aX'x' — 2>j:'' = -7-j 

dx * dx ds 

, dv , du ^, , , „ 

p^ — 2Vz'~-2Xz'^=0. 

dz 

Multipliant par x', j', z* et observant que 

dv ^*^ I ^^ t 
ds dx dy ^ 



on en tire 



2V = 0, 2>=:c; 



on a d'ailleurs 



dv 
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les équations (1) deviennent par conséquent 



du 



('•) 





zy 


■'■ ^ dx 


-^ 


zx' 


du 

du 
^ dz 



— ex 



n 







.// 



— cy =0, 



CZ" = G . 



Multipliées respectivement par les cosinus /, w, n de la 
droite L qui serait à la fois tangente à la surface et nor- 
male à la courbe, elles donnent 

z ( /wx' — //) =: c [Ix" + mf -h ni!'). 

En appelant /7, q les dérivées partielles de z^ tirées de 
l'équation de la surface m = o , et Fangle aigu compris 
entre le rayon de courbure p de la courbe cherchée et la 
normale à la surface, il est facile de voir, comme dans le 
Problème XIV, que 



mx' — ly' = 



' , /x" + m/'H-/iz''=±'**''® 



La ligne cherchée sera donc caractérisée par l'équation 



ou 



z 


. sîn B 


. S/l-hp'-hq' 


P 


p ^ . 


const- 



sinô ^i^p^^qi 

Lorsque les points extrêmes de cette, ligne ne sont pas 
fixes, mais seulement assujettis à rester sur la courbe 
donnée, Téqualion 

x'S^+ySn-hz'S^^zzzo, 
fournir par les termes aux limites de la variation de Tin- 



MUMMM 



~"*"" 



■'"•"■~** .^. 
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tégrale, nous apprend que les deux courbes doivent se 
couper sous un angle droit. 

Problème XVI. 

150. Étant donnés deux plans parallèles et un point 
A dans l'un d^eux, on se propose de mener de ce point 
à Fautre plan une ligne de longueur donnée^ telle que 
Vaire de la surface cylindrique ayant cette ligne pour 
directrice y et pour génératrices des perpendiculaires 
terminées aux deux plans ^ soit maximum. 

Prenons le plan renfermant le point donné pour plan 
des xjfi et pour axe des z la perpendiculaire élevée au 
point A : soit h la distance des deux plans ou l'ordonnée 
de l'extrémité B de la ligne cherchée AB. Puisque la hau- 
teur h de la surface cylindrique est constante, Faire de 

cette surface aura pour expression hf s/dx* -h dj^ ; si 
l'on prend l'arc s pour variable indépendante, il s'agira 
donc de trouver le maximum absolu de l'intégrale 

Ç\ sjx'' 4- /' + >^ (^" H-y -h 3" — i) 1 ^, 

X étant une fonction indéterminée de s. 

Ce problème présente une particularité à laquelle il 
faut bien faire attention pour ne pas introduire des 
équations inutiles et étrangères à la question. En effet, 
x^ et y' n'entrent dans le problème que par la combi- 
naison a;"-|-j"", en sorte qu'elles ne constituent effec- 
tivement qu'une seule fonction à déterminer; rien dans 
les données du problème ne les distinguant l'une de 
l'autre , elles ne doivent donc pas être non plus séparées 
dans le calcul. La conséquence est qu'il est inutile 
et même illicite de faire varier séparément x^ et y : 
inutile parce que les conditions du problème ne le de- 
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mandent pas, illicite parce qu'en établissant une variabi- 
lité hors de propos, on pourrait faire perdre à la vraie 
solution du problème son caractère de maximum. 

En appelant g la projection de Tare s sur le plan xy^ 
on aura 



dv = ^dx^ H- dj^ , ou ff' = V*" -l-r'% 
et l'intégrale qu'il faut rendre maximum deviendra 

Au lieu de x,y , z elle ne renferme plus que deux fonc- 
tions, a, z à déterminer, ainsi que cela doit être. 

La condition de maximum fournit les équations gé- 
nérales 



(•) 



1 -+-'^W = flr, 



a ei b étant deux constantes arbitraires, et^ pour la se- 
conde limite de la courbe restée indéterminée, Téquation 
particulière 



(^) 



/'(l-f.2WÎ) = 0. 



Celle-ci donne a = o, et par suite 

2X</ = — I, 

2Xz' = b^ 



d'où Ton tire 



— r -H ^ = o, éfo -H bdtf 



= o< 



• . / 



et en intégrant 

«H- ^a -h c=;o. 

Si l'on compte l'arc a à partir du point A, a devra s'éva- 
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nouir en même temps que z^ ]a constante c sera nulle, et 
Ton aura simplement 

Telle est l'équation de la ligne cherchée. Elle exprime 
que si l'on développe la surface cylindrique sur laquelle 
la courbe est tracée, celle-ci se transformera en une droite ; 
la ligne cherchée est donc une hélice. Quant à sa projec- 
tion sur le plan oy ou à la forme de la surface cylindrique^ 
elle reste indéterminée, ainsi que cela doit être. 

Si l'extrémité B était fixée, aussi bien que le point ini* 
tial A, rien ne serait changé au calcul précédent ; la ligne 
serait donc encore dans ce cas une hélice. 

M. Vieille a fait remarquer (Cours d'analyse et de 
Mécanique rationnelle y Paris, i85i) que dans le second 
cas, ou lorsque les points A, B sont fixes, le calcul des 
variations ne donne plus cette solution, quand on fait va- 
rier séparément les coordonnées x et y^ et il en attribue 
la cause à un défaut de la règle d'Euler pour les maxi- 
ma relatifs. Il nous semble cependant qu'il n'y a point là 
d'anomalie, et que si le maximum n'est plus indiqué par 
le calcul, c'est parce qu'il cesse véritablement d'avoir 
lieu, du moins dans le sens analytique, aucune relation 
déterminée entre x et y n'ayant, plutôt qu'une autre, le 
vrai caractère de maximum. 

Problème XVII. 

151. Trouver la courbe de plus vile descente sur une 
surface donnée. 

Considérons un point matériel assujetti à rester sur 
une surface donnée et sollicitée par des forces quelcon- 
ques. Soit R la résultante de ces forces, X, Y, Z les com- 
posantes de R suivant les axes des coordonnées et s^ la vi- 
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r intégrale 



1 U + \{x'' H-/» -h z'^ - i) 4- fAtt I ds, 

"ky |x étant des fonctions indéterminées de s. 
On a 

^ i dv du ^ -, 

et les équations indéfinies deviennent 

I dv du . . . „ 

-.-, — l-f*-; 2>a:' — i\x' = O , 

p' dx dx 

t \ ! ^ dv du ^. , . ,, 

l dif du . , ^ ,, 

-— --|-Lt_ 2A'z' — 2Xz' = o. 

v^ dz dz 

Multipliées respectivement par a/, y' ^ z' et ajoutées, elles 
donnent 



dont l'intégrale est 



p* 



P 



En examinant les termes aux limites, on verrait que la 
constante k esl nécessairement nulle, en sorte qu'on a 
simplement 



2 A = - . 
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vertu de la seule force R, si la vitesse ^ était nulle, c'est- 
à-dire si le point matëriel était en repos; en d'autres 
termes : la force centrifuge vient s'ajouter aux forces 
réelles de manière à produire une pression latérale 
double. C'est la propriété la plus générale de la ligne de 
plus vite descente sur une surface (juelccnque. 

152. Dans le cas particulier où le mobile est soumis à 
la seule action de la pesanteur, on a, en faisant coïn- 
cider l'axe des z avec la direction de la pesanteur, et en 
désignant par g l'accélération dans la chute libre, 

X = o, Y = o, Z = ^, 

♦'^ =^fg^^=^^g{z -^); 

l'équation (2) devient alors 

a(z — h) cos<p 

Si l'on prolonge la droite L, qui est à la fois tangente 
à la surface et normale à la courbe, jusqu'à ce qu'elle 
rencontre un certain plan horizontal dont l'équation est 
2 = A, et qui passerait par le point de départ du mobile 
si la vitesse initiale était nulle, cette droite ou normale 

aura pour expression •, la dernière équation ex-- 

prime donc que le rayon de courbure de la brachisto- 
chrone est le double de la projection de la normale ainsi 
déterminée sur le plan osculateur de la courbe. 

153. Revenons au cas général, où les forces X, Y, Z 
sont assujetties à la seule condition que X dx -i-Ydy-i-Zdz 
soit une di flérentielle exacte^ et supposons que le mobile 
soit entièrement libre, en sorte que le chemin qu'on lui 
fait suivre puisse être choisi parmi toutes les courbes dans 
l'espace menées entre les mêmes points extrêmes, la con- 
dition w= o n'ayant plus lieu, le facteur (x sera nul 5 on 

IV. 20 
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2? que la pression totale exercée par le mobile sur sa tra- 
jectoire est double de celle qui aurait lieu si la vitesse 
était nulle. 

154. Considérpns maintenant le cas plus particulier 
ou le mobile est sollicité par une seule force centrale. En 
prenant le centre de la force pour origine des coordon- 
nées, on a 

ax r 

df r 

. P-- = Z = R-, 

dz r 

r étant le rayon vecteur ou la distance du mobile au 
centre 5 et les équations (3) deviennent 

_jl __ c'y 4- vj" = o, 

vr 

R2 , , ,, 

p'a' -h ifz" =iO. 

vr 

En éliminant R entre les deux dernières, on trouve 

— i>'{yz' — z/) + f'(jz" — zj'O = 0; 

on obtiendra des résultats analogues, en éliminant R 
entre la première et la troisième ou entre les deux pre- 
mières équations, et Ton aura ensuite, en intégrant, 

jrz' — z/ = av, 
zx' — xz' = bvj 
xy' — yx' r=.cv ^ 

a, 6, c étant des constantes arbitraires. Ces trois équa- 

20. 
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lions multipliées respectivement par x^y, z donnent 
ax + bjr + cz = o, 

équation d'un plan passant par le centre. Il en résulte que 
la ligne de plus vite descente est une courbe plane; elle 
est d'ailleurs caractérisée par l'équation (4). 

Lorsque le point mobile est sollicité uniquement par la 
pesanteur, ou a 

l'équation (4), devenue 

p ^ 2(î /i}séCM, 

exprime alors que le rayon de courbure est le double de 
la normale prolongée jusqu'à la rencontre du plan 2 = A, 
propriété bien connue de la cycloide. 

Pkoblème XV III. 

155. Trouver la courbe de plus vite descente dans un 
milieu résistant homogène. 

Nous admettons comme évident que la courbe doit être 
comprise dans un plan vertical, et nous désignons tes 
coordonnées d'un point quelconque de la courbe par x^y, 
eu faisant coïncider l'axe des y avec la direction de la 
pesanteur; nous prenons d'ailleurs, comme auparavant, 
l'arc s pour variable indépendante. Cela posé, soit if la 
vitesse, g l'accélération dans la chute libre, f(v) fa ré- 
sistance, qui doit être une certaine fonction de la vitesse; 
l'équation du mouvement sera 

«/'-*)= s = s 7;="'. 

et le temps aura pour expression | — En regardant x, 
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y^ \^ comme trois fonctions de s qu^il s'agit de déterminer, 
on aura donc entre ces fonctions les deux relations 

et le problème reviendra à chercher le minimum absolu 
de l'intégrale 

Si dans les formules générales du n^ 131 on remplace 
z par v^ on aura 

P=0, Q=0, R=_i 4.pp' + p^'(^), 

et la règle de minimum conduira aux équations 

j,^ I -^f*'H-2Vj'-h2>y^ = o, 

Multipliant les deux premières par a/, j^' et substituant à 
g y' sa valeur v\^ -^ ? (^)» ^^ vient 

2V— p'i(>/+ Ç («')]= O. 

La troisième équation multipliée par ^ se transforme en 



-- — - — u! vu' -h u. 7 ' ■ = o ; 
ds as 



3lO CliLCVL DES VAHIATIOUS. 

retrancliatit celle-ci de la précédente, on trouve 





o = ,r- 


i-X'J-p 


ds 


ds 




= '37 


d.„{,) 
d. 


ds ■ 




et 


en intégrant, 









21-ct{'')-- = *- 

La considération des termes aux limites de la variation 
de l'intégrale proposée fera loir que la constante^ est 
nécessairement nulle, en sorte que cette équation devient 
simplemea t 

(3) îi-^ç{.}-l=0. 

On trouve d'ailleurs, en intégrant les deux premières 
équations (i), 

(3) \ 

a, b étant deux consUntes arbitraires. Ajoutant les deux 
relations primitives 

( r"-Hj-"=i. 

nous aurons cinq équations (2), (3 ), (4) entre lesquelles 
nous pourrons éliminer les quatre inconnues X, fi, ^^j'- 
Ce calcul effectué donne 



(-^yi-(^^)> 



,»-,(,) + ,(,)■ ! 
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équation qui déterminera i^ en fonction de 5, aussitôt que 
la forme de la fonction (^(^) ou la loi de la résistance sera 
connue. Reportant la valeur de i^ ainsi obtenue dans 1 e- 
quation 

on en déduira ensuite une équation entre y et 5 qui sera 
l'équation de la courbe cherchée. 

156. Lorsque la résistance q)(f^) est nulle, les deux 
dernières formules se réduisent à 

o 

dont la seconde sMntègre immédiatement et donne 

p2=2^(/— C). 

Substituant dans la première équation la valeur de wi^' 
fournie par la seconde, on trouve d'ailleurs 

enfin, quand on élimine t'* entre celte équation et la pré- 
cédente, il vient 

d'où Ton tire successivement 



résultat dans lequel il est facile de reconnaître l'équation 
différentielle de la cycloïde. 

157. Cherchons maintenant quelles sont, dans le cas 
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normale à la dîreclion déterminée par des cosinus pro- 
portionnels à a, i. 

On en conclura sans peine que si l'on cherche entre 
deux courbes données la ligne de plus vite descente dans 
un milieu homogène, résistant suivant une loi quelcon- 
que, ces deux courbes doivent avoir leurs tangentes paral- 
lèles aux points de départ et d'arrivée du mobile, et que 
le mobile doit rencontrer la seconde courbe sous un an- 
gle droit, quelle que soît d'ailleurs sa vitesse initiale. 

Ce résultat est identique avec celui que nous avions déjà 
trouvé pour la brachistochrone dans le vide (Probl. VU). 

Problème XIX. 

158. Troui^er la position que doit prendre un fil 
fiexihle et inextensible sur une surface donnée ^ pour 
que son centre de gratuité soit le plus bas possible. — 
On sait que dans cette position le âl sera en équilibre. 

Supposons que l'axe des z coïncide avec la direction 

de la pesanteur, l'ordonnée verticale du centre de gravité 

du fil sera 

fzds^ 

fds' 

C'est l'expression qu'il faut rendre maximum sous la 
. condition que fds ou la longueur du fil reste constante, 
et que les coordonnées x^ y^ z satisfassent d'ailleurs à 
réquation de la surface donnée, u = o, ainsi qu'à la 
relation a:" •+• jk'* -(- s" = i . Le problème revient donc à 
chercher le maximum absolu de l'intégrale 



X 



jz'-{-X(x"+ r'^-t-z'* l)-hfA«|^^, 



la différence 5j — s^ des limites, ou la longueur de la 
courbe, étant constante, et X, fx désignant deux fonctions 
indéterminées de s. 
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la cliaiuelte. Si Ton appelle L la longueur de la normale 
dont il s'agit, il viendra 

^ =r sm ; 

on a d'ailleurs, d'après le théorème de Meunier, 

p 
-- = ces B, 

Po 

po étant le rayon de courbure de la section normale pas- 
sant par la tangente à la courbe. Il en résulte 

tangôss^, 



PI 

formules qui serviront à calculer la grandeur et la direc- 
tion du rayon de courbure p, lorsque la direction de la 
tangente sera donnée. 

159. En appelant Ç, >îj Ç les coordonnées de Tune ou 
de l'autre des extrémités du fil, on verra les termes aux 
limites de la variation de l'intégrale proposée se réduire à 



j\z--c){x' 



La différence s^ — 5i, ou la longueur de la courbe, étant 
constante, le terme c$[Si — ^i) est identiquement nul; 
quant aux autres termes, ils fournissent pour chacune 
des limites la condition 

exprimant que si les points extrêmes du fil, au lieu d'être 
fixes, peuvent glisser le long de deux courbes données, le 
fil se placera de manière à avoir ses extrémités normales 
à ces courbes limites. 
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TREIZIÈME LEÇON. 



a de> intégrales doubles. — Maiimam au minimuDi de 
' — V)^^^'- ~ Maiimom ou minimum de 
iiimumou mlDimum de//(( — px — v)^'^' 
ijrdx étant coDstaD te. — Surface à aire minimum. 
,re de f,njilé est le plua bai possible. — Surface 
I donné et dont le centre de graTilé est le plas 
n volume donné. 



160. Dans cette ni>uvelle leçon notis avons à donner 
quelques exemples de la recherche des maxima et minima 
des intégrales doubles. Les règles et formules générales 
relatives à ce cas ayant été exposées avec détail dans la 
^'1I'' leçon, nous n'avons pas à y revenir, d'autant plus 
que nous conserverons avec soin les notations adoptées. 

Pboblèhe XX. 

Trouver une surface telle, que l'intégrale 

^ u'dydx 



rC' 



soU maximum ou minimum, v étant la portion de l'axe 
des z comprise entre l'origine et le plan tangent à la 
sur/ace aupointx,y, z. 
On a 

v = z - px~qy, ¥ = !'"'= {i—px — qyY, 



APPLICATIONS A DES INTÉGRALES DOUBLES. ilj 

Féquation indéfinie N — -z -^ = o devient par con- 

séquent 

/ 3 dç du\ 

\m — i dx dy J 

V> -r étant les dérivées partielles de v considéré comme 
ax dy * 

fonction immédiate de x^y. Cette équation est satisfaite, 

1° si Ton fait i^ = o, valeur qui rendrait Tîntégrale nulle 

et donnerait pour solution une surface conique ayant son 

centre à l'origine des coordonnées; 2° si Ton fait 

3 dp dv 

nous ne nous occuperons que de cette seconde solution. 

L'équation (1) aux dérivées partielles du premier ordre 
par rapport à u s'intègre facilement par la méthode ordi- 
naire et donne 

3 

(S) 

OU 

3 



(> = x»~'"F 



^^i^ÊmmtÊH^m 



A — m i? i y 



^'-'"V{^-)=px + qr, 



F étant une fonction arbitraire. C'est encore une équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre relativement 
k z'^ en l'intégrant^ et faisant, pour abréger, 



^ ^ x) m-¥- 1 \x^^ 



on aura 



(.) . = x,(5) +.'-"' +g 
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à Toriglne des coo rdonnées, La valeur de i^ qu'on en dé- 
duit étant constamment nulle, celle de l'intégrale est 
aussi nulle, et l'on comprend sans démonstration que 
c'est un vrai minimum, du moins lorsque l'exposant m 
est un nombre pair et positif. 

162. Considérons maintenant le cas où le contour n'est 
pas donné, mais seulement assujetti à rester sur deux ou 
plusieurs surfaces données^ soient p', q' les dérivées par- 
tielles de z relatives à l'une de ces surfaces, on aura pour 
la portion du contour quelle doit renfermer 

VH-P(/-y.) + Q(^'-^) = o, 
ou 

pm-i \v~{-mx[p — P' ) -^ tny [q -^ q' )\ = o y 



équation qui sera satisfaite, soit par 

soit par 

z — px — qy m 



z — p' X — q' y m 



La première solution r = o ramène la surface conique 
du cas précédent; la seconde exprime que si l'on mène 
des plans tangents à la surface cherchée et à la surface 
terminale par un point quelconque de leur ligne d'inter- 
section, les portions de l'axe des z comprises entre l'ori- 
gine et ces deux plans seront entre elles dans le rapport 



m 
constant 



m — I 



163, Dans ce qui précède, nous avons admis implici- 
tement que l'exposant m était plus grand que l'unité. Au 
lieu de nous arrêter à discuter le cas de m = i ou w<^ i, 
considérons le problème plus général où l'on cherche le 
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maximum ou le oiinimum de Tintégrale 



dans laquelle 
Nous avons 






dydxj 



^z-^px^qy 



L'équation indéfinie 



3/'(0 



dx 



x/'(p), Q = _j/'(.), 



.^=. 



équation aux dérivées partielles du premier ordre, lors- 
qu'on y regarde f {^) comme fonction immédiate de x, 
j-, s'intègre sans peine par la méthode ordinaire et donne 



x'/'(.)=f(J) 



F étant une fonction arbitraire. 
Soit, par exemple, 

on aura 



et 



/'H = I, f:=F(j), . = .3p.(j) 



2 — ar^F, ( - ) =ipx -hqjr 



En intégrant de nouveau, il vient 



= .,(^)+^3^(j 



cf et '>!> étant deux fonctions arbitraires. 
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Problème XXI. 
164. Tromper la surface pour laquelle r intégrale 






sIP^ -4- q^ . dydx 

soit un maximum ou un minimum^ p et q étant les dé- 
rivées paHielles de l'ordonnée z de la surface. 
On a 

SlP' -+- q^ )/p' 4- q^ 

Téquation iadëfînie est 

q^r —- 7.pqs-{-p^tz=z o, 

d'où Ton tire, en intégrant, 

(0 r=-^?(2)-+-^'(2), 

ç et (J/ étant deux fonctions arbitraires. 

Lorsque les limites de l'intégrale sont déterminées, ou 
quand on connaît les deux parois cylindriques j^==:j^i, 
y=y^^ et les deux plans x^Xi, 07 = 0:4 qui doivent 
circonscrire la surface cherchée, sans que son contour 
dans l'espace soit donné, on doit avoir en chaque point 
du contour 

(j^dx — Prfj = o, ou qdx — pdy=:Oy 

équation qui exprime que la surface cherchée doit ren- 
contrer sosus un angle droit les deux parois cylindriques, 
ainsi que les deux plans limites. Dans le cas plus général 
où le contour est assujetti à rester sur des surfaces don- 
nées quelconques, si l'on appelle p\ q' les dérivées par- 
tielles de z relatives à chacune de ces surfaces, on devra 
avoir en chaque point de la portion du contour qu'elle 

contient 

V4-P(/>'-/?)-hQ(v' — ^) = o, 
IV. . 21 
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int^née par la méthode de Morige, toLonne 

(i) [x-hy(z)pH-[^r-+-tK3)p = ^, 

ç et t|/ étant deux fonctions arbitraires. La surface repré- 
sentée par cette équation est évidemment une surface an^ 

■a 

nulaire ou tore engendré par un cercle de rayon - qui 

o 

se meut dans l'espace suivant une loi quelconque, en res- 
tant toujours |Nirallèile au pian xy. Si Ton nomane |, *9, ^, 
les coordonnées variables de son centre, on aura 

et ces équations, lorsqu'on aura déterminé les deux fonc- 
tions arbitraires, représBfl4epôn«t la courbe directrice que 
le centre décrira dans son mouvement. Les valeurs des 
dérivées partielles du premier ordre p et q seront d'ail- 
leurs 

J?-4-y(g) 



y = — 



[^-^tp(z)}y'(2;)^-[J-f-4>(^)]f (0 



166. Parmi les diverses hypothèses qu'on peut faire 
relativement aux limites, nous n'examinerons que celle 
DU la surface (2) doit se terminer dans é&oix ou plusieurs 
surfaces données. Soient p'^ q' les dérivées de z relatives 
à chacune de ces surfaces terminales, la portion du con- 
tour qu'elle doit contenir sera caractérisée par l'équation 







V + P(p' 


-/') + Q(9'-?)=o. 


ou bien 


par 


• 




[2) 


z 


— p' X 


q'y + -^f- ^^-^ = < 



I 



21. 
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la surface cherchée sera donc un cylindre oblique à base 
circulaire, ayant pour axe l'intersection des deux plans. 
Les fonctions arbitraires (f et t{/ seront dans ce cas déter- 
minées par les deux équations (3) et (4) , qui donnent 

ab — ab ^ ab — ab 

et la fonction z est alors parfaitement connue, sauf la 
constante n, dont orr disposera pour faire prendre à l'in- 
tégrale SSyp^-hf]^ • dydx la valeur constante qu'elle doit 
garder. Il serait impossible d'assujettir la fonction z à au- 
cune nouvelle condition relative aux limites de x^ si donc 
les autres conditions, qu'on peut se donner relativement 
aux limites, ne sont pas satisfaites d'elles-mêmes, le pro- 
blème deviendra impossible, et il n'y aura ni maximum 
ni minimum. 

Problème XXIII. 

167. Trouver la surface dont Faire entre des limites 
données soit la plus petite possible. 

La difTérenlielle de l'aire étant ^ i -hp^ -h g* dj^dxy 
l'intégrale qu'il faut rendre minimum sera 



f" r ^ 



I H-/?' -j- q"^ .dydx. 
m/x ^y . 
On 

V=v/i-f-/r'-H^,% 
N = o, P =1 ^ — — . Q = 



L'équation indéfinie du problème et qui doit détermi- 
ner la forme générale de la surface cherchée, sera donc 

* 

/ \ dp d q 

(i) 7- -. ^— = + — -7=—^ = o, 

dx ^i_|_^a^_ y2 dy ^y^^pi^f^i 

ou 

(2) [i-i^qi)r^'2.pqs-ir[\ -f-/?»)f=:0; 



les deux rajons de courbure principaux sont égaux et 
dirigés en sens contraire. 

Lorsque le contour de la surface dans l'espace sera 
donné, les fonctions arbitraires amenées par Tlaté- 
gration de l'équation (i) seront détenninées par cette 
seule condition, et il n'y aura plus d'équations aux li- 
mites. Mais si l'on assigne seulemfut les valeurs limites 
de X et de^, sans assigner les valeurs correspondantes de 
z, ou si l'on ne donne du contour que sa projection sur 
le plan xy, on devra avoir le long de cette projection 

(^dx — Prfr= o 011 qdx — pdy = o, 

et cette équation exprime que la surface minimum ren- 
contre sous un angle droit la surface ou les surfaces cy- 
lindriques qui projettent le contour sur le plan :ny. Le 
plan qui a pour équation z = €, satisfait à la fois évi- 
demment et à cette condition et à l'équation géné- 
rale (2). Il est donc la solution la plus simple du problème 
dans le cas dont il s'agît ; mais le difficile serait de 
démontrer qu'il est la seule solution possible. 

Supposons maintenant que la surface minimum, au 
lieu d'être limitée par <.-ertaines courbes ou par cer- 
taines parois cylindriques, soit assujettie à se terminer 
dans deux ou plusieurs surfaces données mais quelcon- 
ques; on aura alors en chaque point du contour enùer 

y-^V{p'-p)-h<i{q'-q)-0, ou l+pp--i-qq-=0, 

équation gui prouve que la surface minimum rencon- 
trera sous un angle droit chacune des surfaces limites. 

168. L'intégrale générale de l'équation (i), qui repré- 
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sente toutes les surfaces minîma, a éié obtenue, pour la 
première fois, par Monge, mais aous une forme toute cohqt 
pliquëe d'imaginaires qui la rendait peu propre aux ap- 
plications. Legendre, et plus taiJ MM. Serret et Catalan, 
se sont occupés à leur tour de cette même intégrale, soit 
pour vérifier le résultat de Monge, soit pour le simpli- 
fier. En&n, M. Oisian Bonnet, eu développant les prin- 
cipes sur lesquels Gauss fonda ses belles recherches rela- 
tives à la théorie des surfaces, a montré que ces mêmes 
principes conduisent facilement à une forme simple de 
l'intégiale dont il s'agît. Nous indiquerons en peu de 
mots la marche suivie par M. Bonnet, dans son excellent 
Mémoire sur l^emploi d' un nouveau système de variables 
(Journal de Liouuillu, t. V, 1860), pour obtenir sous 
forme finie l'équaiion de la surface minima. 

Soient «, p, y les angles de la normale à la surface 
avec les axes des coordonnées, ^ l'angle avec le plan xz 
du plan mené par la normale parallèlement à l'axe des x, 

et posons 17 = / tang - , en sorte que tang - = c!! ; | el n 

sont les nouvelles coordonnées ou variables indépen- 
dantes qu'il s'agit de substituer à x, j. En désignant par i 
l'unité imaginaire ij — i , on aura 

sin y = — — , C0S7 ^ (' taoE! l'n , 
cosin ' ° 

. ._~'S. 



et l'équation aux dérivées partielles (t) prendra la forme 
cosï 



1 



\ 

^ 



^ 

* 



APPLICATIONS A DES INTÉGRALES DOUBLES. 

fasse , pour abréger, 



3^9 






(6) 



V 


d't 
d^dn' 








V 


= I tang^y) 


dK 
dn 


4- 


dn'' 



on trouve, après quelques réductions faciles, 

Idx ces Ç H- ûfj sin Ç = — i tang im (yd^ 
dx sin^ — df ces Ç = ud^ -+- pdn , 
dz cos/xi = p^l 4- (v^/ïî. 



(V^ïl), 



En faisant tour à tour df=Oj dx=Oy on déduit de 
ces équations les valeurs des dérivées partielles -f ^ -r-y 

— 9 -^> et ces valeurs substituées dans l'équation (3) lui 

font prendre la forme très -simple 
(8) w -!-«» = G. 

Or, si Ton regarde 5, yj, à leur tour, comme des va- 
riables indépendantes, la troisième des équations (7) 

donne 

dz 

»* = -r; ces t>3 , 

dz • 

(v = -— cos i-n ; 
dti 

on trouve d'ailleurs par les équations (6) 

-=itang,.^.taog,.-+-J4.-^^ 

= -n; H-w/tang/yj 

rf^« dz , , . 

= -—- cos iri -{"-- isiniYi; 
aç' an 



\ 



' ■ V. ' i^^ 



■ ««^■•■^M*^ ' 



équation bien connue, dont l'intégrale générale est 

(9) z = ,(s + ,-,)+t(ï_,-.), 

y et fjf étant des fonctions réelles ou imaginaires. Toute- 
fois il faut observer que cette intégrale est plus générale 
que l'équation proposée (i) ou {8), et qu'en déduisant de 
z la valeur de ^ an moyen de la relation 

Ç^/îCOSir.rf)], 

Ml devra déterminer la fonction arbitraire de ^, intro- 
duite par l'intégration, de manière à satisfaire à la con- 

Supposons, par exemple, 

a, h étant des constantes réelles et positives, nous aurons 
successivement 

= -[aï + i«)i5mM-fccos/« + X, 

X étant une fonction arbitraire de Ç dont X' et X" seront 
les dérivées par rapporta ^ du premier et du second ordre; 

« = — &cos/n + X"+X, «■= icosiD, 

et en intégrant,' 

X = C eos Ç + C sin Ç. 
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Faisons, pour simplifier, C == a, C = o, il vicnAra 
X = o, 

Ç =r — (aÇ -4- an) ' sini>î — b cos//j ; 

et les équations (5) donneront 

!x = b CCS ÎYi CCS Ç — ai sin in sin Ç , 
X = b ces I iq sin Ç -f- c/ sin in cos Ç , 
* = <i| -H bn^ 

ou bien, en coordonnées polaires, si Ton fait x = rcos o), 
y = rsin«, 

Ircos(w — 5) = ^COSIyj, 
r sin (&> — ^) ■= ai sin />î , 
z =r «g -hbn. 

Les équations (lo) et (i i), en supposant qu'on ait éli- 
miné Ç, yj, représentent une espèce particulière de surfaces 
niinima. Dans le cas particulier où a = o, elles donnent 

iz * f fc , ~" î ) 
r = 6 cos -r- = -\^ 4-tf y» 

équation de la surface de révolution engendrée par une 
chainette. 

Si i = o, on a 

TT Z 
« = 1 î 

équation de Théliçoïde gauche à plan directeur. 

Dans le cas général, où a et & sont quelconque», Téli- 
minatiofi de ^, y? donne 



a /r'^b' Jf^^a^^dr' — b^ 

z — OfA =rflarctai»T 1/-: : -^ bt- ' ■ , 

^b\ r^-ira^ ^a'^b' 

équation qui représente éridemment une surface engen- 
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volution d'une chaînette autour de sa directrice, surface 
à laquelle M. Plateau a donné le nom de caténoïde^ on 
introduit, au moyen d'un pinceau imbibé de solution gly- 
cérique, une petite quanti lé de liquide entre deux anneaux 
circulaires presque en contact ; on soulève doucement l'an- 
neau supérieur, et l'on voit un caténoïde laminaire arron- 
dir sa surface entre les deux anneaux. En continuantâ faire 
monter graduellement l'anneau, on voit le caténoïde se 
resserrer, s'étrangler en son milieu, et bientôt se rompre 
pour se convertir en deux lames planes s'étendant sur les 
deux anneaux. Cette rupture a lieu lorsque la distance 
des deux anneaux est à peu près égale aux deux tiers de 
leur diamètre, exactement comme l'exige la théorie. Il ré- 
sulte, en effet, de notre discussion du problème de la moin- 
dre surface de révolution ( n® 103), que la chaînette gé- 
nératrice devient impossible lorsque le rapport entre la 
distance elle diamètre des deux bases, supposées égales, 
dépasse cot(D6°28') ou 0,6627. Nous avons vu, en outre, 
qu'aussi longtemps que celte limite n'est pas atteinte, 
il existe deux chaînettes ayant l'axe de révolution pour 
directrice, mais que c'est l'extérieure ou la moins rentrée 
qui 3eule donne le minimum. Or ce résultat, que nous 
croyons avoir tire le premier du calcul des variations, 
est encore parfaitement d'accord avec l'expérience 5 car 
M. Plateau avait déjà observé que des deux caténoïdes 
possibles, qu'il a le premier signalés, c'est toujours le 
moins rentré qui se produit, et il en avait conclu que le 
caténoïde intérieur ou plus rentré est instable. 

Problème XXIV. 

170. Quelle forme doit ax^oir une surf ace d* étendue 
ou d'attiré donnée pour que son centre de grav^ùé se 
trouve le plus bas possible ? 

Si l'on suppose que l'axe des z coïncide avec la direc- 
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positif, lorsqu'il est dirigé en bas, c'est-à-dire lorsqu'à 
partir de la surface sa direction forme un angle aigu avec 
le demi-axe des 2 positifs, et négatif lorsqu'il est dirigé 
en haut, on aura 

[i-hei')r—ipqs + {i+p')t _ j_ _i^ 
et l'équation (i), devenue 



exprimera que le rayon de la courbure mcryenne est le 
double de la normale prolongée jusqu'à un ceitain 
horizontal dont l'équation est z = a. 

171. Lorsque le contour entier de la surface est di 

la condition de maximum ne fournit aucune équ 

aux limites. Mais si l'on connaît seulement la prc^ection 
du contour sur le plan xy, ou les valeurs limites de y et 
de X sans celles de e, on devra avoir en chaque point 
du contour 

Qrfj:— Prfr = o 

équation qui exprime que 
aux cylindres ou aux plar 
des :c et des y. 

Plus généralement, si le 
deux ou sur plusieurs sur 
conque, on aurait, en repr 

partielles de z relatives à l'une ou l'autre de ces surfaces 
terminales, la condition 

V + P(p'~p) + (}(q'-q)=0, 



172. La surface donl le centre de graviië est le plus 
bas, a beancoup d'analogie avec la chaineite, qui parmi 
les courbes jouit de la même propriété. Pour rendre cette 
analogie plus frappante encore, supposons que ta surface 
représentée par l'équation (i) soit un cylindre ayant sa 
génératrice parallèle à l'axe des^, et cherchons quelle 
doit êlre alors sa forme. Ou aura dans ce cas ^ ;= o, 
s ^ o, t ^ o, et l'un des rayons de courbure principaux 
sera infini, tandis que l'autre se réduira, 

R =. (2 - fl) /r+7'. 

Dans cette équation, qui détermine la forme de la section 

normale à l'axe des y, on reconnaît sans peine l'équation 

de la chainette. Mais il faut se garder d'en conclure que 

la surface ainsi déterminée soit parmi toutes les surfaces 

at le centre de gravité est le plus bas; 

iet que dans le cas où la longueur de 

ifiërencej-, — y, resterait constante. 

y^ — y, redevientvariable, la courbe 

-e cesse d'être une chaînette. Pour 

iurface cylindrique donl le centre de 

gravité est le plus bas, il aurait fallu dès le départ faire 

entrer en ligne de compte la condition ç ^ o, ce qui 

aurait modifié sensiblement l'équation générale (i). Au 

reste, cette dernière question est celle que nous avons 

traitée, Problème XI, en cherchant la forme d'équilibre 

d'un Gl dont la densité ou l'épaisseur est variable. 
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Problème XXV. 

173. Un certain volume de matière homogène est 
terminé en haut par un plan horizontal^ en bas par une 
surface courbe d^ étendue ou d^aire donnée^ quelle doit 
être la forme de cette surface pour que le centre de 
grai^ité du volume soit le plus bas possible ? 

Si l'on prend le plan horizontal donné pour plan des 
xy et la direction de la pesanteur pour axe des <z, le pro- 
blème revient à chercher le maximum de l'intégrale 

a, c étant deux constantes, qui permettront d'assigner 
à l'aire de la surface courbe et au volume les valeurs 
déterminées qu'ils doivent avoir. 
On a 

V = ;&^-+- 1CZ — 2fl \/i -h/j'-i- ^% 

^ — 2flp _ — laq 

et la condition sénérale de maximum, K ; ^ = o, 

^ dx dy 

devient 

d.-=Â= d ^ 



a dx dy 



O, 



ou, en développant, et désignant par R, R' les deux rayons 
de courbure principaux, 



D •" IJ/ 



z -\- c 



R R' a 

Telle est Téquaiion de la surface cherchée. Elle exprime 

IV. 22 



horizontal dont l'équation est z -\-c = o. 

La surface devant aboutir sur tout son contour au plan 
3cy, les valeurs limites de z sont uulles; si celles de x^ y 
ne sont pas fiifées, ou si le contour de la surface dans le 
plan iPf n*est pas assigné à l'avance, les équations aux 
limites se réduisent (q° 67) à la condition unique 

V-P/'-Q? = o, 



qui doit subsister en chaque point du contour, et qui ex- 
prime que la surface courbe est normale au plan .ij le 
long de leur intersection commune. 

Problèxe XXVI. 

174. Parmi toutes les surfaces recouvrant le même 
volume et ayant les mêmes limites, trouver celle dont 
l'aire est minimum. 

Les conditions du problème étant 



ffzdjrdr =:eoDSt., ffsji + p'-^- q'.dydx=mia., 

la question revient à chercher le minimum absolu di.- 
l'intégrale 

a étant un facteur constant, mais indéterminé. Dans les 
notations adoptées, on a 



>/.+/. 
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et la forme générale de la surface clierchée sera caraclé- 
risëe par réquation indéfinie 



I ' 



(i) (m-^')r— 2/3^J-H(i-h/?')/-h-(i-l-A?'-|-9')' = o. 

Soient toujours R etR' les rayons de courbure princi- 
paux, que nous supposerons cette fois positifs lorsqu'ils 
seront dirigés en bas, c'est-à-dire lorsque la surface tour- 
nera sa concavité vers les z négatifs; négatifs, quand 
la concavité sera dirigée en haut. L'équation indéfinie 
devient 

I I I 



R R' fl' 



et elle exprime que la surface qui sous la moindre aire 
possible renferme un volume donné, jouit de cette pro- 
priété remarquable d'avoir en chaque point la même 
courbure may^enne, 

175. Un mot sur les équations aux limites dans les 
hypothèses les plus simples. Si l'on connaît seulement la 
projection du contour de la surface sur le plan xy^ ou 
les surfaces cylindriques perpendiculaires au plan xy^ 
entre lesquelles elle reste comprise, on devra avoir en 
chaque point du contour 

Q rù: — P//j = o, ou qd.T — pdy = o, 

équation qui exprime que la surface cherchée rencontre 
sous un angle droit toutes les faces du cylindre limite. 

Plus généralement, si la surface cherchée doit se ter- 
miner sur une surface quelconque dont l'équation aux 
dérivées partielles soit dz = p' dx-\-(fdj^ on devra avoir, 
le long du contour, 



V4-P(/^'~/?)-^Q(^— ^)=o, 



22. 



langent a m iuijuvt; uiiiut;, et t/us yut ic ntcmc puini au 
contour on mène une normale à fa surface cherchée, 
cette normale, prolongée jusqu'à la rencontre du plan 
parallèle, sera constante et égale à a. 

Dans le cas particulier où la surface doJl se terminer 
dans un plan horizontal, représenté par l'équation z = h, 
on a // = o, ^' =: o, et la formule précédente se réduil A 



VH-;'' + 7' " 

d'où l'on conclut facilement que la surface demandée 
coupe le plan limite sous un angle constant, 

I.e cosinus de cet angle est -; il sera nul lorsque le 

plan horizontal se confondra avec le plan xy. Donc la 
surface qui avec un plan donné renferme un certain vo- 
lume sous la plus petite aire possible doit être normale au 
plan en chaque point de l'Intersection commune. Une 
demi-sphère de rayon couTenablement choisi remplira 
évidemment cette condition, en même temps qu'elle satis- 
fera à l'équation indéfinie (i); c'est donc une solution 
du problème, mais il faudrait pouvoir prouver en outre 
que c'est la seule. 

1 76, ■ Considérons encore le cas où le contour est indé- 
terminé, ainsi que sa projection sur le plan xy, mais où 
l'on ,se donne l'aire cirronscritc par cette projection. Aux 
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coudi lions premières il faudra joindre les suivantes : 

I I rfj^x= const., 
et chercher le maximum absolu de l'intégrale 






(V -h c)dfdx, 



V ayant la même signification qu'auparavant. On obtien- 
dra la même équation générale ou indéfinie (i) ; mais les 
équations aux limites deviendront 

V-f-c=o, Qdx — Vdj-zz^o, 
pour j=j,,y=js, et 



r \\ -hc)dx=o, P = o, 



pour j? = X, , X = Xi, 

Les deux premières donnent 



z — c 



a 



= \/l -h /î' H- q\ qdx — pdy =r o ; 



on a d'ailleurs 

dz = pdx -f- pdy ; 
donc 

dûn dy dz ds 



P q P^-^9^ >J(p'-hq'){^-^p'-hq') 

et par suite 

ds' (z—c)' 

' ' ds' — dz' a' 

ou bien 

(z — c)dz 

ds — ^ i 
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et, en intégrant, 
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.-î 



(z— c)» — «% 



l'arc s étant compté à partir du point pour lequel 
2 ==: a -f- c. Donc si Ton développe le cylindre limite sur 
un plan, le contour rabattu formera une chaînette dont 
le paramètre sera égal à a. L'équation 

prouve d'ailleurs que la surface cherchée rencontre les 
cylindres limites sous un angle droit. 

Il paraît difficile de tirer rigoureusement des équations 
indéfinies ou aux limites d^ autres conséquences que celles 
que nous venons d'énumérer. Mais on voit immédiate- 
ment que, dans le cas dont il s'agit, le plan horizontal 
déterminé par l'équation 

z = a 

satisfait à toutes les conditions aux limites aussi bien qu'à 
l'équation générale (i), et Ton est ainsi conduit à con- 
clure que la moindre surface qui puisse recouvrir un 
cylindre de volume et de base donnés, est un plan pa- 
rallèle à la base. La forme de la base reste encore indéter- 
minée, et elle doit l'être évidemment, puisqu'un change- 
ment quelconque apporté à son périmètre, sans altération 
de son étendue superficielle, ne changerait en rien ni 
Taire de la base supérieure, ni le volume du cylindre. 

Pour le plan en question, la courbure moyenne est 
nulle, et par conséquent a = oo f mais on peut remarquer 
que la somme a -{- c tient place d'une nouvelle constante 
dont la valeur est finie et qui devra être choisie de manière 
à assurer au volume circonscrit la valeur assignée. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

ApplicatluDB àdes inlégralei triples. -- Surface k lira donnée renrormaiil le 
pluigraailTotume. — Hînimumderin t*Bra 1 effj ^i +/i'-t-î'-(-r'ife<frir, 
p, 7, r, élant les dérivées partielle! d'une foDCtion indélerminée u. 



177. Dans les deus problèmes suivants, dont le pre- 
mier est au fond identique avec celui que nous venons 
de résoudre, nous ferons avec M. Sarrus l'application 
du calcul des variations à la recherche des maxima et 
minîma des intégrales triples, 

Problème XXVII. 

Quelle peut être la surface qui, sous une étendue su- 
perficielle donnée, renferme le plus grand -volume ? 
Le volume a pour expression 



^^a 



dzdydx. 



Il est limité par six faces que nous désignons di 
nière suivante : 

1° Deux faces planes Âi et At, correspondantes aux 
deux limites :t;i et Xt de la variable x; 

a" Deux faces cylindricpies B, et B« , correspondantes 
aux deux limites j"i etjf» delà variable^; 

3° Deux faces courbes C, et C*, correspondantes aux 
deux limites z, et s* de la variable z. 



wmssssssaaiBiisssssBsss^sfs^ 
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Ces diverses faces ont pour expression 



'-- r £'£'"'• 



l/l-i-p'-hq'djri/x, 

•/r+y'.dtdf 



à la coodilioD que p, q,j' indiquerout les dénvëes de r, 
et de ji , ou celles de z^ et de j-, suivant le signe de sub- 
stitution dont ils seront affectés, c'est-à-dire suivant qu'il 
C, , B, , ou des faces C, , B, . 
due totale de la surface doit rester inva- , 
l'on cherche le maximum du volume, le 
it à trouver le maximum absolu de l'ex- 

-a(A, -+- A,-4-B, + B,+ C,-)- C,)- 

l'après les règles données précédemment, 

1,= / ' Ç'I \sz-^pSx)dy-^\ ' I C \sx+ySx)dz, 

.,^rj^'riSz+pSr)dy+j 'I ' J \sy^-yS.r)dz, 
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^B. 






6z^^L,=M=^y\dx 



v/n-y= 



^' $y[dz. 



s/i-f-r'^ ) 



^B, 



- /"'/TV 



, H_ y-i^z 4- ^ ^-^ ^j [ d.T 






v/i-t-y^" 



-^j rfz, 



^C. 






2 I ^2 



p-i-^ 



^z . (Ijrtij: 



( / / — g^ ^^ Sz-hs/i-i-p'-hg'Sflda: 






s/l-^rp'-f'q' ) 



se. 



X X, I \dx^,^p.^^.^~dr^,^p.^^.)^^''^^'^'' 



^i ir* iz, 



£1 






+ 



i:m7- 



-^p'-hq 



■-Sz -h ^i.^p^ -^fj^ ^aryiy, 



■ "-~ * }i 
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(îj . dzih: 



dydx 






^z^^; 



'^. *^^. 



et la variation complète de S peut s'écrire, pour abréger, 
de la manière suivante : 



^S 



-avH-Tr 



ap 



d 



aq 



-^-p'-hq' "^y v/l +p' 4- q' ) ) 
I 1 li±-r~^z===r\Sr.dzdx 



! S z. dydx 



'■^t r^t 



H-- 



rn 



^ X . fl^Z ^- 



'^1 *^*1 



-H 



°rn,"i (^- "^■■* f' 



n—py 



-H/?'-+-y\ 






^» 1^3 /»^, 



"h 



f J 



V 

i 



^ 



=^^] ^r 4- (y ± v/i +/^) ^.^ j ^^•. 

H-/V 



Si Ton décomposait toutes les substitutions doubles 
en substitutions simples correspondantes, on aurait dix- 
huit termes au lieu de six que contient cette équation. 
Quant aux signes dz et zp dont nous avons fait usage, 
afin de resserrer la formule dans le moindre espace pos- 
sible, il importe peu, pour les conclusions que nous al- 
lons en tirer, que l'on prenne le signe supérieur ou le 
signe inférieur-, il est utile cependant d'indiquer quel 



L 
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signe il faut prendre. Dans les trois premiers termes, 
qui n'ont chacun qu'un seul signe de substitution, le 
signe -h se combine avec la limite supérieure , et le signe 
— avec la limite inférieure de la variable à laquelle se 
rapporte la substitution. Dans les trois derniers termes, 
renfermant chacun deux signes de substitution, on pren- 
dra : i*' sous le signe intégral^ le signe H-, lorsque les 
substitutions se rapporteront toutes deux aux limites supé- 
rieures ou toutes deux aux limites inférieures des variables, 
c'est-à-dire aux combinaisons XiZi^ j^z^^ XiZ^^ x^z^^ 
x^yi^Xty% \ le signe — , lorsque les substitutions se rappor- 
teront l'une à une limite supérieure, l'autre à une limite 
inférieure, ou aux combinai sons j^i 21,^2 Zi, x^Zf^ x^Zy-, 
^ijK«î ^ty\ ; '^^ fi'* dehors du signe intégral , le signe — 
ou le signe H-, suivant que la première des substitutions, 
en lisant de gauche à droite, se rapporte à la limite su- 
périeure ou à la limite inférieure de la variable qu'elle 
concerne. 

Cette formule est identique au fond avec celle donnée 
par M. Sarrus, mais la simplification apportée aux nota- 
tions nous a permis de réunir en six termes la variation 
JS, qui se compose chez M. Sarrus de trente expressions 
définies. La forme abrégée a en outre l'avantage de re- 
présenter par une seule expression tous les termes de 
même nature, dont la discussion se ferait de la même 
manière et donnerait lieu à des conséquences analogues. 

178. Arrivons aux diverses conclusions que l'on peut 
tirer de l'équation JS = o, lorsque les limites sont en- 
tièrement indéterminées ou n'ont été l'objet d'aucune 
restriction . 

On remarque d'abord que chaque terme qui contient 
eu facteur la variation ^z , laquelle représente soit ^^1 , 
sait 5^2? selon le signo de subslitulion qui précède, four- 
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nit une ëquatiou distincte qui doit avoir lieu dans toute 
rétendue de ce terme, à moins que cette étendue ne soit 
elle-même nulle. Ainsi le premier terme fournit l'équa- 
tion indéfinie 



(0 :7i 



ap 



np 



(jui se partage en deux autres , 



= ni I 



I 
R 



I 1 I I 



I 

— » 
a 



relatives, la première à la surface supérieure Cs, et la se- 
conde à la surface inférieure Ci. Ces deux surfaces jouis- 
sent donc de la propriété commune d'avoir en chaque 
point la même courbure moyenne ; elles tournent seule- 
ment leur convexité en sens contraires. 

Egalé à zéro, le coefficient de d^ dans le quatrième 
terme donne 



(2) 



V^H-/?'H-9«.V^i -4-/2 



le signe H- se rapportant aux arêtes BiC, et BiCi, le 
signe — aux arêtes B^ Ci, BjCj. Or le premier membre 
est évidemment le cosinus de l'angle sous lequel les faces 
B et C se rencontrent le long de l'arête que Ton considère ; 
donc, puisque ce cosinus est égal à l'unité, chacune des 
faces Ci, Cj se raccorde avec les faces cylindriques Bi, Bj, 
ou leur est tangente. En outre, Téquation (2) fait dispa- 
raître ou rend nul identiquement le coefficient de ây dans 
le quatrième terme. 

Le cinquième terme fournit l'équation 



(3) 



= ±i, 



V'i +/>»+?' 
qui appa nient avec le signe -t- aux arêtes AiCj, AjCj, 
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avec le signe — aux arêtes Ai Ci, A^Cs. Elle exprime que 
les faces Ci et Cj sont normales à Taxe de x le long des 
arêtes d'intersection, et que, par conséquent, ces faces se 
raccordent également avec les faces planes Ai et Aj, ou 
leur sont tangentes. Ajoutons que l'équation (3) fait dis- 
paraître identiquement le coefficient de Sx dans le cin- 
quième terme. 

La variation Sj^ qui tient la place de ^i ou de dy^j, sui- 
vant la substitution qui raJBfecte, ne dépendant plus que 
de la variable a:, on la fera sortir des signes J* et/ relatifs 
aux variables j^ et ^ , et l'on réunira tous les termes mul- 
tipliés par Sfj en deux groupes précédés l'un du signe 

I , l'autre du signe de substitution / 5 on éga- 

lera ensuite à zéro le coefficient de Sy dans chacun de ces 
groupes. Or puisque l'équation (2) a fait disparaître le 
coefficient de dj" dans le quatrième terme, cette variation 
ne figure plus que dans le second et le sixième termes. 
Egalant à zéro le coefficient de dy dans le second terme, 
on aura aux deux limites dey 




dz =r o 



et en intégrant, 

(4) (3,-3.) (l±±-^L=.\ =0, 

équation qui se rapporte avec le signe -f- à la face Bg, 
avec le signe — à la face Bi . 

Négligeant le second facteur, qui, égalo à zéro, don- 
nerait un cylindre au rayon a, mais laisserait la valeur 
limite de z entièrement indéterminée, on devra avoir 

Z2 — z, z=: o , Z-i z=: Z^ 



terme qui disparaît ainsi sans donner lieu à aucune équa- 
tion. 

Reste enfin le troisième terme relatif aux faces planes 
A, et At et qui donne pour chacune de ces faces 



IX 






d'où il rùsulte que les faces plane» A,, A» sout également 
nulles. Cil résumé le solide maximum est cnvelopi>é en 
tous sens par les deux surfaces Ci et Ci^ qui sont en réalité 
les deux nappes d'une même surface courbe, caracté- 
risée par l'équation 



d'ailleurs, les équations (a) et (3) font voir que les deux 
nappes sont perpendiculaires au plan xy\ le long de leur 
arête commune, d'où Ion conclura que les deux nappes 
se raccordent et se fondent l'une dans lautre le long du 
contour commun ou font réellement une seule surface 
fermée, donc la courbure moyenne est constante et égale 
à La sphère au rayon la remplit cette condition, et 

l'on sait par d'autres considérations que la sphère est en 
eSêt la solution vraie et unique de notre problème. Mais 
pour arriver par le calcul des variations à exclure toute 
autre solution, il faudrait prouver que la sphère est la 
seule surface fermée dont la courbure moyenne reste 
constante; or cette démonstration est resiée jusqu'ici au- 
dessus des forces de l'analyse. 
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Problème XXVIII. 

179. Quelle doit être la loi de la densité dans un 
corps dont la foime^ la position et la niasse sont eon'- 
nues y pour que y u exprimant la densité au point dont 
les coo données sont Xj y, z^ F intégrale 



soit un minimum? Il est d* ailleurs sous-entendu que cette 
intégrale est prise dans toute retendue du corps cherché. 
La masse du corps ayant pour expression fffudzdjdx^ 
on doit chercher le minimum absolu de rinlégrale 

le multiplicateur indéterminé étant représenté par 

En faisant, pour abréger, 

du du du 

et conservant d'ailleurs les notations du n® 74 , on a 

N=— L, P=^, Q=i. R=:, 

a V i» tf 

et Ton trouve l'équation indéfinie 

d.t d.^ ^. - 

. . l V V V 

I __^ H. + __.rrrO, 

a ax dr uz 

qui détermine la loi générale de la densité. 
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